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Kapitel 1

1.1 Einleitung

In der Entwicklung des Bauwesens wurden schon friihzeitig Flaelggrdrke errichtet.
Insbesondere im Kathedralbau wurden machtige Kuppeln erstelltBéilspiel soll der
Pantheon in Rom genannt werden, der um 115-125 n.Chr. gebaut wurde. Man machte sich vor
allem die Fahigkeit zunutze, durch geschickte Konstruktion grof3eebeds Lastabtrag tber
Druckkréfte zu erreichen, da als Baustoffe vorwiegend Stein undrZerapvandt wurden,

die keinen Zug aufnehmen kdnnen. Mit der Entwicklung des Stahlbetons war man in der Lage
filigrane Flachentragwerke zu errichten, die auch grol3ergeBrdeile Ubertragen konnten.

Vor allem die Natur ist ein Beispiel dafir, wie mit spardgamsMaterialverbrauch grof3e

Krafte abgetragen werden kénnen. Viele Ideen sind schon seit jeher in der Matrkiicht.

Wahrend der praktische Einsatz schon frih begann, entwickelte sichhdiker8beorie als
theoretischer Unterbau ab Ende des 19. Jahrhundert. Die Anfange deituHg von
Schalentheorien gehen auf Aron (1874) und Love (1888) zurick. Die klassische
Schalentheorie ermdéglichte jedoch erst durch NaherungsannahmygisahalLosungen. Mit
der Entwicklung der Computertechnik ab den sechziger Jahren des undgkhts konnten
Berechnungen numerisch durchgefuhrt werden. Dies fuhrte zur Entwialdohgergestutzer
Vorgehensweisen. Die Finite-Element-Methode wurde als Hilfsveeikzrsonnen, um durch
Diskretisierung den komplizierten Formalismus durch eine approxien&eschreibung zu
ersetzen. Im gesamten Bereich des Bauwesens und Maschinenbausewkfd-Methode
heutzutage eingesetzt. Mit dem breiteren Einsatz werden augl Besatzbereiche
erschlossen. Durch die rege Forschungstatigkeit in den Univensitédtein der Praxis wurde
dies erst moglich gemacht. Seit den Anfangen werden Anstrengunggmommen, um die
theoretischen Grundlagen immer weiter zu erweitern und den Anwendugigbbeler

Finiten-Element-Methode zu vergro3ern.

In der Schalentheorie gibt es zwei grundlegende Ansatze. B@e dVeg ging von der
klassischen Schalentheorie aus. Die dort getroffenen Naherungemvaude auf die FE-

Methode Ubertragen.
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Die KIRCHHOFFLOVE-Hypothese, die in der Stabstatik als AnalogonBERNOULLI-
Hypothese hat, koppelt die Kinematik in der Dicke an die KinematilSdealenmittelflache.
Dadurch kdnnen keine transversalen Schubverzerrungen vorgeschrieben werdandi®ur
Schubverzerrungstheorie wurde dieser Nachteil beseitigt. DieschMebungen und
Verdrehungen sind dann unabhangig voneinander. Damit konnten auch dickere
Schalenstrukturen berechnet werden. Der zweite Ansatz ging von Ahmad &L868)d wird
als Degenerationskonzept bezeichnet. Es diskretisiert die Geiclughgen des 3D-
Kontinuums und fiihrt Naherungen in Analogie zur Schalentheorie ein. Hiertiflr
Ausgangsgeometrie und verformter Geometrie der gleiche Integysansatz gewahlt.
Hiermit erfolgt im Gegensatz zur klassischen Schalenthetidedie Geometrie einer Struktur
exakt beschreibt, eine approximative Beschreibung auf der Basis isaep@saher Elemente.

Als einfachster Kinematikansatz gilt diBREISSNERMINDLIN-Kinematik. Nach dieser

Annahme hat der Direktor, der die Kinematik in der Dicke beschreibheEslange. Durch
diese Bedingung kdnnen keine transversalen Dehnungen bestimenv&omit sind sie zur
Simulation grof3er Verzerrungen ungeeignet. Um dies zu beheben, wed di
Einheitslangenbedingung aufgehoben. Dadurch entsteht ein zusatzlicitezitégead in
Dickenrichtung. Simo fand heraus, dal3 dies zu numerischen Problemeromusgsesbei
dunnen Schalenstrukturen fuhren kann und schlug die Zerlegung des exteDsigktors in
einen inextensiblen Direktor mit Einheitslange und in einen Pargmeter die
Dickenanderung beschreibt, vor. Damit ist eine konstante Dickenuangevorschreibbar.
Um eine Verbesserung zu erhalten, kann der Ansatz in Dickenricathigt werden. Es ist
aber auch mdglich, ein Mehrschichtenmodell zu wahlen, das die Dickenmumg durch N
Subelemente in der Dicke linear approximiert. Damit sind auch sohiedliche

Materialeigenschaften in der Héhe vorgebbar.

Die Einheitslangenbedingung fihrt dazu, daR zur Beschreibung der Andksiigjrektors

zwei Freiwerte genligen. Ramm schlug 1976 Hi?l ERwinkel zur Parametrisierung des

Direktors vor. Durch dieEULERwinkel wird die Richtung des Direktors mit Hilfe einer
Einheitskugel bestimmt. Dadurch wird die Einheitslangenbedingungioca rfullt. In
Bereichen, wo mehrere Schalen zusammengefligt werden, sthlltdas Problem der
Kopplung der Freiheitsgrade. Durch die zwei unabhangigen Freivken® in der
Verschneidungslinie keine kompatible Kopplung der Verdrehungsfreiheitsgfatigear
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Zu diesem Problemkreis gibt es mehrere Lésungsvorschlage.idfs eseemplarisch zwel
Madglichkeiten genannt. Simo schlug 1993 in seiner Arbeit eine Mdglichkej mit einem
fur alle angreifenden Geometrien gemeinsamen Rotationsvektor undschigdtichen
Direktoren in der Verschneidungslinie zu arbeiten. Vu-Quoc&Mora (1B88utzten in der
Knickstelle einen einzigen Schalendirektor und kamen so mit zwebhéngigen

Rotationsparametern aus.

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung von zusammengesetzteteBithgwerken. Dabei
wird das Konzept von Simo aufgegriffen, das auch von Menzel behandelt. \iedarbeit
sieht zunachst eine Implementierung der Rotationsformulierunghibestehendes Element
vor. Anschliel3end sollen zur Verifizierung einige numerische Fedd@ungen durchgefuhrt
werden. Als praktische Anwendungsmaglichkeit wird die Wolbkrafttorbeimandelt, die im

Stahlbau eine grof3e Bedeutung hat.

1.3 Gliederung

Kapitel 2 soll eine Einfihrung in die mechanischen Grundlagen der Kontinuumsmechanik
liefern. Im Rahmen eines Degenerationskonzeptes werden die Gleinhuage 3D-

Kontinuums auf eine Schalenstruktur angewendet.

Kapitel 3 soll einen Einblick in die Finite-Element-Methode geben. Daleeden Verfahren
und Methoden erlautert, die in der FE-Methode Verwendung finden. Als kosBetspiel
soll dabei das 7651-Element gelten. Ausgehend von dem Status Quarfelfri&uterung

der eingebauten Algorithmen, die dieEULERwinkelformulierung in eine

Rotationsformulierung, basierend auf dB®DRIGUESvektor, tberflhrt.

Kapitel 4 stellt ausgewahlte numerische Berechnungsbeispiele vor, zu denen
Referenzlbésungen vorhanden sind, so dafl} eine Beurteilung der Leistuyigstalder

eingebauten Verfahren moglich ist.
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Kapitel 5 fihrt exemplarisch ein praktisches Anwendungsfeld vor. Die Methibete
Rotationsformulierung, die es erméglicht, zusammengesetzte Schalansinuki berechnen,
wird auf die Wolbkrafttorsion angewendet. Es werden zwei aussageféBeispiele

vorgestellt.

In Kapitel 6 wird abschlieRend ein Resiimee gezogen.

An dieser Stelle mdchte ich einen Dank aussprechen. Der Danmkagilen Betreuern Herrn

Dr. Mikhael Itskov sowie Herrn Andreas Eckstein, die mir bei Aasarbeitung dieser

Diplomarbeit immer mit Rat hilfreich zur Seite standen.

Hagen, November 1998 Olaf Kintzel
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Kapitel 2

Kinematik einer Schale

In diesem Abschnitt sollen zunachst die Grundlagen erlautereweadf die wir im weiteren

Verlauf zurlckgreifen werden.

2.1 Allgemeine differentialgeometrische Beziehungen

Man unterscheidet die Referenzkonfiguration, die den unverformten gsffastand darstellt,
und die Momentankonfiguration, die den verformten Zustand des Kontinuumdldavite

spricht auch von materieller und raumlicher Formulierung.

Die Symbole, die sich auf den Anfangszustand beziehen, werden in groastdben
dargestellt. Die Symbole, die sich auf die Momentankonfiguratiarieben in kleinen

Buchstaben.

Es wird ein 3-dimensionales Koordinatensystem in kartesischen WKatedi i;
zugrundegelegt. Die Position der Teilchen wird festgelegt durch

X = X ij X =X ij (2.1)
Indem ein korperbezogenes Koordinatensystem mit den konvektiven Koorddhgemmahlt
wird, kénnen die Positionen der Punkte auch dutchk X(0) bzw. x = x(0') festgelegt

werden.

Die Basisvektoren ergeben sich als Tangentenvektoren ahKiieven.
oX OX
G- = = 22
' 06 9 06" (22)
Die Transformation der Basisvektoren vom Anfangs- zum Momentanzustethdwrch den

Deformationsgradienteld beschrieben.

OX i
F=Gradx=—=¢g, ®G' 2.3
X g (2.3)
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Die Komponenten des Metriktensors, der Langen- und Winkelanderungen avgjidén
durch das Skalarprodukt gebildet.
G; =G, -G, g =9; -9, (2.4)

Der Metriktensor ist gegeben durch

G=G,G'®G'=I g=0,9' ®g' = | (2.5)

Die mit unteren Indizes versehenen Symbole werden kovariant rgeridan kann dem
kovarianten System ebenso ein kontravariantes System gegenidrerBtie kontravarianten
Tensorkomponenten werden ermittelt mit Hilfe der Beziehung :

G, ®G' =1 bzw. GG = 5" (2.6)

Die Basisvektoren im kontravarianten System lauten
Gi:ﬂ:aekik gi:%:%ik
oX oX OX  OX
Es wird hervorgehoben, dal3 es eine Unterscheidung bei kartesiscloedingten nicht

(2.7)

notwendig ist, daii=i' ist.

6

Referenz- 3
konfiguration

Momentan-
konfiguration

i
Abb. 2.1 Materielle und raumliche Koordinaten
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Bisher wurden die Massenpunkte allgemein im Raum E3 beschriebenuit/iSchalen als
flachenhafte Tragwerke zu behandeln, ist es nutzlich, die Schéaielfidohe als
ausgezeichnete Referenzfliche anzusehen. Dabei werden krummlinige ktikenve
Koordinaten®* in der Mittelflache und die geradlinige Koordina® in Dickenrichtung
eingefuihrt. Diese Annahme der Schalentheorie fihrte Ahmad 1968 eie Garade durch
die Schale bleibt stets geradlinig".

X (6%,0%) =X(0*)+6°D(@* )im unverformten Zustand) (2.8a)
X (6“ ,0°)=x(6“)+6°d(@*) im verformten Zustand (2.8b)
Es sollte beachtet werden, daR die Koordinéteim unverformten und verformten Zustand

gleich sind.

Bei der Berechnung der Tangentenvektoren durch Ableitung nach den konvektiven
Koordinaten0® erhalt man nun :

G,=X",,=X,,+60°D,, =A_,+0°A,,, (2.9)

Dabei wurden dieA, als Basisvektoren in der Schalenmittelflache und der Direktor ode

EinheitsvektoD = A;= A® eingefiihrt.

Der Direktor hat a priori die Lange 1 und steht im Anfangszustsrkrecht auf der

Mittelflache : A, :iAle2

JA

JA ist das durch die Basisvektoran aufgespannte Flachenparallelogramm.

Zur Uberfihrung der Basisvektoren des Schalenraumes in die Basisvektter

Schalenmittelflache wird der Shiftérverwendet

79X _ X 500 =G, ®A' (2.10)
oX 86"  oX

Es gilt somitG; =Z A; oderA;=Z"'G;
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Somit lassen sich die Basisvektoren der Schalenmittelflache undSdealenraumes

ineinander Uberfilhren. Dabei wird der Basisvektor des Schalenraumésein kezgl. 6°

konstanten, linearen und quadratischen Anteil Gberflhrt.
G=G,G'®G'=(G,-G,)ZTA'®AI zt=2T Gz

T A 3A 3y2 A 1 (2.11)
=Z (G +0°G_ +(0°)°Gy)Z™

g=9,9' ®g' =(g,-g;)z'a' ®a'z™

_ o-T (A 3 A 3\2 A -1 (2'12)
=z (9 +0°9, +(07)°04) 2

Man gelangt von der Ausgangskonfiguration zum augenblicklichen Zustand dureh

Translation und eine Rotation.

verformte
Mittelflache F

/ unverformte /
Mittelflache F

x! X
Abb. 2.2 Verformter und unverformter Zustand

v=Xx - X =(x-X)+6°(d-D ) (2.13)
v=x- X istdie Translation der Teilchen in der Schalenmittelflache

w=d-D ist der Differenzvektor, der die Anderung des Direktors beschreibt.
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2.1.2 Beschreibung in Dickenrichtung

Der einfachste Ansatz geht von einem inextensiblen Direktor in Dickenrichtung aus
X =x+6°%d (2.14)

Inextensibel bedeutet, dalR die Léd\@je =1 konstant ist.

Damit kann aber keine Anderung in Dickenrichtung beriicksichtigt werdemchDdas
Ausfallen der Normalverzerrungen in Dickenrichtung konnen keine vessalen
Normalspannungen ermittelt werden. Bei dinnen Schalentragwerkelt de eine

untergeordnete Rolle. Daher wird im allgemein&h= 0 postuliert.

Bei dicken Strukturen ist diese Vereinfachung im allgemeinecht nmdglich. Die
naheliegende Moglichkeit ist das Arbeiten mit 3D-Volumen-Elsiere Damit werden die
Verzerrungen in alle Richtungen gleich behandelt. Jedoch tretanUteérgang zu diinnen
Strukturen Lockingprobleme auf. Dies wird durch unterschiedliche Grél3engemuter

Steifigkeiten bzgl. Biege- und Dickenverzerrung verursacht.

Es gibt Strukturen, die beachtliche Dickenanderungen zeigen. Um trsaisve
Normalverzerrungen in Schalenelementen beschreiben zu kdnnen, nstwendig eine
zusatzliche Information tber die Anderung in Dickenrichtung einzufiilz@nVermeidung
des durch die Berucksichtigung der Dickenverzerrung bedingten ijigfekerhaltens ist
von SIMO, RIFAI & FOX (SIM90-2) eine multiplikative Aufspaltungsl Direktors in einen
die Dickenanderung der Schale und in einen die Rotation des Direktohseddesnden Anteil

vorgeschlagen wurde. Dies fuhrt auf die 6-parametrige Theorie :

X =X+60,2d (2.15)

Nach Y.BASAR & DING (BD96) ist dies eine ausreichende Besibung fur inkompressible
Materialien. Bei kompressiblen Strukturen ist es notwendig, ansiattir konstanten

Dickenanderung eine lineare Dickenanderung vorzuschreiben.
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Dies fuhrt auf die 7- parametrige Theorie mit einem zusdizhi linearen Anteil 41in

Dickenrichtung :

X =x+6°(A+6%u,)d (2.16)

Ebenso konnen zusatzlich, worgegeben werden. Dies fihrt auf eine 9-parametrige
Formulierung, die allerdings einen grof3eren Rechenaufwand als diegeolaante
Formulierung erfordert und keinen adaquaten Vorteil bietet, da diep&oamten u

gegenuber der Komponente in Dickenrichtugginen geringeren Einfluf3 haben

2.1.3 Parametrisierung des Direktors

Der Direktor wird in Komponenten zerlegt nach der globalen Basisgéhend vom
Anfangszustand, in dem der Direktor mit allen drei Komponenten vorgegetternwird der
Direktor im verformten System bestimmt.

D=D'i,

d=d'i, (2.17)

Die Anderung des Direktors wird durch den dreikomponentigen Differeravie&schrieben.
Zusatzlich mul3 die Langeneinheitsbedingung berlcksichtigt werden. Bedangung
bewirkt, daR zur Beschreibung der Anderung des Einheitsvektors zwei Komb@one

ausreichen.
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Nach einem Vorschlag von RAMM (RAM76) wird der Direktor Uber zweabhangige

Rotationsfreiwerte, den sogenanntedLERwinkeln in globalen Koordinaten dargestellt.

2.1.3.1EULERwinkel

Der Direktor hat Einheitslange. Er kann beliebig im Raum steBenliegt also nahe zur

Komponentenzerlegung des Direktors Kugelkoordinaten zu verwenden.

d=d'(w,)i, (2.18)

siny, cosy,
d=| siny, siny,
cosy,

In manchen Fallen, die bei einer Platte oder zumsda im Pol einer Kugelschale auftreten
konnen, steht der Direktor senkrecht auf der Fladmed vy, ist unbestimmt.
Programmtechnisch wird dies durch eine Koordinasasformation geldst, so dal3 dann die

Eulerwinkel um Achsen drehen, die in der Schalehidiegen.

2.1.3.2 Rotationstensor

Bei der Verwendung des Rotationstensors nach SIEM&8) wird die Bedingung der
Einheitslange automatisch bertcksichtigt, indemgahend von einem Einheitsvektor im
Anfangszustand der verformte Direktor durch eimédi Rotation bestimmt wird. Dabei wird
die Lange des Vektors nicht verandert.

d=RD (2.19)
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Innerhalb einer nichtlinearen Theorie kann so edtaRonsupdate erfolgen, indem von Schritt
zu Schritt der neue Direktor bestimmt wird. Die Béxing lautet dann :

d' =Rd'"™* (2.20)
Eine Drehung des Direktors um die eigene Achsendmiéd die Kinematik nicht. Dieser
Deformation ist keine Energie zugeordnet. DurchselieNebenbedingung reichen zwei

Parameter zur Beschreibung der Rotation aus.

2.1.4 Mehr-Schichten-Modelle

In Schalenebene kann man beliebig fein diskre@isieDies ist aber in Dickenrichtung nicht
ohne weiteres moglich. Um auch in transversalerhtditg eine Netzverfeinerung zu
erreichen, kann man mehrere Schalenebenen Ubeatentagen und koppeln. Dadurch erhalt
man mehrere Subelemente in Dickenrichtung. Daheictgpman von Mehr-Schichten-

Modellen gegeniber dem Ein-Schichten-Modell. Dadut@nnen auch verschiedene
Materialien in der Dicke vorgegeben werden. Die ifldegung in den Schalenraum erfolgt
programmtechnisch durch eine rekursive Beziehumgler 5-parametrigen Formulierung fur

den unverformten Zustand gilt:
X, :XL_1+%(hL_1DL_1+hLDL):X1 +6°D (2.21)
Die Formulierung in der 6-parametrigen Theoriedaut

1
X L= XL—l +E(hL—12’L—1DL—1 + hLﬁ’LDL) (2-22)

1
X

Abb. 2.3 Geometrie des unverformten SchalenkontinuumrBubelementen
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2.2 Verzerrungstensoren
2.2.1GREEN-L AGRANGscher Verzerrungstensor

Zur Beschreibung der Verzerrungen sollte ein Malrargezogen werden, das
Starrkorperverschiebungen  unbertcksichtigt  1aBt. r DEGREENLAGRANGsche

VerzerrungstensoE verwendet die Differenz der Skalarprodukte deriBa@&ktoren des

Anfangs- und Momentanzustandes.

Der GREENLAGRANGsche Verzerrungstensgrist definiert durch :

E=E,G' ®G!' =%(gij -G;)G' ®G' (2.23)

Er kann in raumlicher Formulierung #d.MANSI-Tensor angegeben werden.:

i 1 [ i
€=¢€; 9 ®g’ :E(gij -G;)g ®g’ (2.24)
E,& bezeichnen denGREENLAGRANGschen Verzerrungstensor bezogen auf die

Schalenmittelflache.

Ahnlich wie beim Metriktensor lautet die Transfortina in die Schalenmittelflache :

E=ZTEZ'=ZT(E,+ 0°E_+(0°)*Ey)Z"" (2.25)
e=z" ez '=z" (& +0%_ +(0°)&,)z" (2.26)

Somit erfolgt eine Trennung in einen konstanteredren und quadratischen Anteil.

Der quadratische Anteil ist nicht unabhangig vomrmsgtanten und linearen Anteil. Der

guadratische Anteil wird fir grol3e Verzerrungenweftnachlassigt.
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2.2.2 Verzerrungentensoren flr die 6-parametrige FHonulierung
E=Zz"EZ} (2.27)

~ 0 0 0
E« =Es A“®A’ +Ess(A“®A°+A°®A“) + Es A’QA°

m>

1 1
L. =Eas A°®A” + Eus(A“ @A+ A°QA")

~ 2
Eo=Ew A“®A’

0 1
Eus :E(a“ ‘ag-A,Ay)

1
Eap%((zd),a.aﬂ+(zd),ﬂ-aa -(D,,-A,+D,,A,)

2
Ea’ﬂ :%(ﬂ’a /I’ﬂ +12d’a’-d'ﬁ -D’a.D’ﬂ)

0
Ea3 :l/l daa
2

1
Eus=xid,
2

E 1(,12 1)
383=— -
2

Dabei wurden folgende Beziehungen verwendet :
D-D=d-d=1
D-D,,6=d-d,, =0

2
A oa D (0°)" Eas | D (0°)" Eus
= _ Eaﬂ Ea3 _ | n=0 n=0
i g R 0 (2.28)
3 Sl | Y (0°)"Ews Eas ‘
n=0
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2.3 Spannungstensoren

Durch dasCAUCHY -Kriterium
t=on (2.29)

wird der Spannungstenserdefiniert.

Dabei stelltn den Einheitsvektor auf dem Oberflachenelement dA Ber Spannungstensor

kann in Komponenten zerlegt werden :

c=0c'g ®g, (2.30)

Ihn bezeichnet man auch als wahren Spannungstahsar die Spannungen , die auf das

Flachenelement der Momentankonfiguration wirker,ca@selbe Konfiguration bezieht. Aus
dem CAUCHYschen Spannungstensor laRt sich #dRCHHOFFsche Spannungstensor
bilden.
t=Jo (2.31)
Um eine materielle GroRe zu erhalten, kann man desn KIRCHHOFFschen
Spannungstensor denRIOLA- KIRCHHOFFschen Spannungstensor herleiten.
S=F'tF’ (2.32)
In Komponenten zerlegt lautet er :
S=Jo"G ®G, (2.33)

2.4 Das hyperelastische Materialgesetz

Ausgehend von einer Formanderungsenergiedichteanmér elastisches Potential
T=po ¥ (2.34)
laRt sich das gesamte elastische Potential Gb&fa@umenintegral finden.

I, = [ [ [rdV (2.35)
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Der zweitePIOLA- KIRCHHOFF Spannungstensor ergibt sich zu

8:8—7t (2.36)
oE
Ein Sonderfall des hyperelastischen Materialgesestellt dasHOOKsche Gesetz dar, mit

einem linearen Zusammenhang zwischen Spannungeviaradrrungen,

S=C:E (2.37)

4
mit C als raumlichen Materialtensor. Zur vollstandigeresBnmung geniigen der

Elastizitatsmodul E und die Querkontraktionsaahl

2.5 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen steltiegglobale Gleichgewichtsaussage dar. Das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen ist ein Vaoasprinzip. Es beruht auf der Aussage,
dal3 die Summe der virtuellen Arbeiten aller inneterd aufReren KraftgrofRen eines im
Gleichgewicht befindlichen Tragwerkes mit den kependierenden virtuellen Weggro3en
eines geometrisch zulassigen Verschiebungsfeldesnwaraus folgt die Grundgleichung
OA=6A,+6A,=0 (2.38)

Global ist diese Aussage, weil sie durch Integratiber ein Element gewonnen wird und nur
eine Aussage Uber das ganze Element erlaubt, uné Keissage Uber einen bestimmten
Punkt zulafdt. Die negative innere virtuelle Artatsteht im Rahmen eines hyperelastischen

Materialmodells aus der vollstéandigen Variation diestischen Potentials.

~A =1, = 5[ [ [z dv=[[[ox dv (2.39)

In materieller Form laf3t sich aus (2.36) herleiten:

— A, =”js:5Edv (2.40)



Kapitel 2 Kinematik einer Schale Seite 17

Durch Ersetzen der Spannungen durch (2.37) erhdh mine Aussage, die nur in den

GREENSschen Verzerrungen formuliert ist.
—5Ai=j”(é:E):5Edv (2.41)
\%
In Tensorkomponenten geschrieben laf3t sich angeben:
-oA, =[[[CE,E, dv (2.42)
\%
Die aulRere virtuelle Arbeit ergibt sich als Intégtar Volumen- und Randkréafte.

aAaszbTaudV+”tT5udA (2.43)

Bei geometrischer Nichtlinearitat besteht kein dire® Zusammenhang mehr zwischen
Belastung und Verschiebung. Die nichtlineare Bemaol erfolgt mit demNEWTON-
RAPHSON-Verfahren. Dieses Verfahren sieht eine fileeal 6sung vor, indem ausgehend

von einem Grundzustand eine sukzessive Annahemudgaxakte Losung erfolgt.

Dazu wird das Arbeitsintegral linearisiert.

ASA, = [ [[(S:6E + AS: GE +S: AGE) dV (2.44)

Durch elementweise Berechnung der Arbeitsanteilddt lasich schliel3lich die
Steifigkeitsbeziehung gewinnen.

K;ou=P-F (2.45)
Die tangentiale Steifigkeitsmatrix{Kbeinhaltet die geometrische Steifigkeitsmatrix, dies
sich aus dem zweiten Term des linearisierten Asheégrals berechnen lafF.bezeichnet
die Ungleichgewichtskrafte. Die Losung der iteratiBerechnung ist erreicht, wenn sich die
rechte Seite der Steifigkeitsbeziehung zu nullkrgi
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Kapitel 3

Finite- Element- Formulierung

3.1 Allgemeine Grundlagen

In der klassischen Schalentheorie ist eine exakte Geometriebeschreilyély 6% gegeben.
Somit werden die Ortsvektorefials auch die DirektoreD durch eine Abbildungsvorschrift

exakt in jedem Punkt bestimmt.

In der Finite-Element-Methode wird die Schalenflache in Eleementerteilt. Die Elemente
werden in den Knoten miteinander verbunden. Es erfolgt eine exak&hrBdung der
Geometrie nur in den Knoten. Im Elementinneren erfolgt lediglicke énterpolation der
Knoteneigenschaften. Somit ist im Elementinneren nur eineorippaitive Beschreibung

maglich.

Beim parametrischen Elementkonzept wird im Element ein eiidg orthonormales
Koordinatennetz mit den Koordinatéhund £ gewahlt. Die Riicktransformation auf das i.a.
verzerrte Element im Knotennetz nennt man Jacobitransformation.nBszkanumerischen
Schwierigkeiten kommen, wenn die Jacobideterminante J negativ wid.if bei stark
verzerrten Netzen der Fall.

dA=J d&tde? (3.1)

In der klassischen Schalentheorie ist die Jacobideterminadentisch mit+/a mit a als
Determinante des Metriktensors , so daf3 gilt:

dA=+/a d&t dg? (3.2)
Die Geometriebeschreibung erfolgt Uber die exakte Vorgabe deve®iors und des
Direktors in den Knoten im unverformten Zustand. Zum verformten Adsgglangt man
Uber Translation und Rotation. Da fur die Geometrie und die Verschieldemgische

Anséatze gewahlt werden, spricht man von eisgyarametrischen Beschreibung.
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4(-1,1)

1G1-D

1
X

Abb. 3.1 Knotenpunkte des 4-Knotenelementes

Zunachst sind nur die Knotenwerte bekannt. Um die Werte fur einemb@sth Punkt im
Element zu erfahren, wird interpoliert. Dazu werden Interpolationspoig
(Formfunktionen) verwendet. Die Formfunktion hat die Eigenschaft, dal} imie
entsprechenden Knoten selbst den Wert 1 annimmt, und an allen akdeten null ist. Bei

einem 4-Knoten-Element lauten die bilinearen Ansatzfunktionen :

&e? e [-11]
N1(51,§2)=%(1—51)(1—52)

N2 (£, £2) =%(1+ £Y1-£7) (3.3)

N3(§1,§2)=§(1+51)(1+52)

N4(§1,§2)=%(1—§1)(1+§2)

Zur Komponentenzerlegung der Vektoren wird eine ortsfeste, globale, onamroBasis
gewahlt. Eine Verwendung einer korperbezogenen Basis hat den Nadhfeibei einer
Verschiebung die Basis mitrotiert wird. Um eine kovariante Alnhgj zu vermeiden, wird

eine globale Basis gewahlt. Dann braucht nur partiell abgeleitet zurwerde
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Im Elementinneren werden alle Eigenschaften interpoliert.

nKnoten

XemXe= D NAEE%) X, (3.4)

Nknoten

D,~Dg = ) N*(£' &%) D (3.5)

Es sollte aber beachtet werden, dafl3 dabei die BedinD-D =1 verletzt wird. Da die
Abweichung sehr gering ist, spielt dies aber beiBerechnung keine Rolle.

Die Basisvektoren werden tber die Ableitung denfanktionen gewonnen.

Nknoten

A, =D N* X, (3.6)
A=1

As=D (3.7)

D,,= > N*,, Dii (3.8)
A=1

Mit Hilfe dieser Basisvektoren kénnen dann die Vewmegen bestimmt werden, aus denen

die Steifigkeitsbeziehung aufgebaut wird.

Die Steifigkeitsbeziehung wird durch Integrationeiilslas Element gewonnen. Im Rahmen
der Finite-Element-Methode wird die Integration nuiseh ausgefihrt. Den effizientesten
Algorithmus stellt die sog. ,Gaul3-Integration” déei der Funktionswerte an bestimmten
Stellen im Element, den sog. Gaul3punkten berecheeden und nach Multiplikation mit

Wichtungsfaktoren aufaddiert werden.

[F(¢n)de'de” =3 F, . oW, (3.9)

Mit n Gau3punkten kann ein Polynom (2n-1)ten Gradkedt integriert werden.
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3.2 Assumed Strain Konzept

Beim Ubergang zu dunnen Strukturen entsteht dasléto des Shear-Locking. Die
Schubsteifigkeit wird zu grof3 angenommen. Diestfilrkinstlichen Versteifungseffekten.
Selbst bei feinem Netz sind die Ergebnisse zu.dbeifch das Assumed-Strain-Konzept von
DVORKIN & BATHE (DB84) kann dieser Effekt beseitigterden. Bei dieser Methode
werden die Schubverzerrungen in sogenannten Kdaltmspunkten A,B,C,D bestimmt und

innerhalb des Elements interpoliert.

nh 1 nh 1 nh
Boa =2 (1= £") Eusa +— (1+ %) Easo (3.10)
nh 1 nh 1 nh
E.s :E(l—fl) Es3a +§(1+ é:l) E.ac (311)
52
A
- -=/Kollokationspunkte
v o ——¢
Al 1c
- y /
( 3 ——> ¢
® o ®
1 B 2

Abb. 3.2 Kollokationspunkte des 4-Knotenelementes
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3.3 Das Enhanced Konzept

Im Rahmen des Degenerationskonzeptes werden distikdiven 3D-Gesetze auf eine

Schalenstruktur angewendet. Dabei werden alle Bigjen gleich behandelt. Dies fiihrt auch
zu der Forderung, dalR in der Dickenrichtung mirgtestlinear veranderliche transversale
Dehnungen vorgeschrieben werden sollten. Innerthedlb-parametrigen Theorie wird jedoch
nur eine konstante Dickenverzerrung mit dem Pamnietbericksichtigt. Um dies zu

erreichen, wurde von SIMO (SIM90-1)(SIM92-1) das ErmdeahKonzept vorgeschlagen. Es
dient gleichzeitig auch dazu, die Dehnungen in Mdatelflache zu verbessern, um bessere

Ergebnisse bei grober Netzdiskretisierung insbes@dei biegedominierten Problemen zu
erhalten. Der Ausgangspunkt ist dalslU-WASHIZU-Variationsprinzip. DenGREEN-
LAGRANGschen Verzerrungen wird ein inkompatibleré\ihﬁ hinzugefigt.

E= EC+ E (3.12)
Der inkompatible Verzerrungsanteil erweitert diensversalen Verzerrungen und die

tangentialen Verzerrungen. Dadurch erhdhen sichFoeéheitsgrade des Elementes um neu

hinzugewonnene Freiwerte. Die Steifigkeitsbeziehung nach (2.45) 4Rt siolgeben wie

vk lalelE =

Durch Auflésen naclda. und Einsetzen in die erste Gleichung laf3t siceadi@eziehung auf

folgt:

der Elementebene wieder auf die bekannte Steitgikeziehung in Abhangigkeit der

Freiheitsgradéu kondensieren.

Durch dieses Verfahren kann man die Wahl einesredh&nsatzes in Dickenrichtung nach
(2.16) umgehen, der die Zahl der Freiheitsgradénjgten erhdht. Damit wird die Rechenzeit
vermindert. Da dieses Konzept auch die tangentislerzerrungsanteile verbessert, zeigen
sich auch Parallelen zur gemischt-hybriden Formuhg, das vom Variationsprinzip von

HELLINGER-REISSNER ausgeht. Dabei werden zusatzliche Spanansgize gewahlt und

anschlieBend auf der Elementebene wieder abgeldst.
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3.4 Rotationsformulierung

3.4.1. Der Rotationstensor

Der Rotationstensor beschreibt eine Rotation.
g =Ry, (3.14)

9, =R'g, (3.15)

g, ist das rotierte Gegensttick gy. Der Rotationstensor kann ermittelt werden zu :

R=g,®g’ (3.16)

Fur eine Rotation der Basip in die Basisg; ist charakteristisch, daf sich weder die Lange
noch der Winkel zwischen ihnen durch diesen Vorgamigrt.
57§, -09, (3.17)
Also muf3 gilten :
6/9,=9/R'Rg;=09/g; ®R'R=I (3.18)
Folglich mul3R orthogonal sein. Die Bedingung det= 1 schliel3t Spiegelungen aus, die fir

einen Kaorper eine nicht zulassige Selbstdurchdngdeedeuten.
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3.4.2 Die geschlossene Darstellung des Rotationsters
R beschreibe eine Rotation, die die globale Achsén den Direktord rotiert. R sei die

Rotation, die den Direktat in seine neue Stellung rotiert.

d=R i, d=Rd (3.19)
Die Variation vond ist wie folgt gegeben :
sd=0Ri, (3.20)
Durch Umformung folgt :
sd=Ri,=R1i,=0RR'Ri,=0RR"d (3.21)

Es kann gezeigt werden, daR R " schiefsymmetrisch ist. Ein Tensor ist schiefsymisetr,
wennT =-T"ist.
In diesem Fall kann mah durch ein Kreuzprodukt seines Axialvektomusdriickert =t x

R'R=RR"=1 = §(RR")=0< 6RR"=-RR"=-(6RR")" (3.22)

Die erste Variation kann somit durch einen Rotai@ktor ® ausgedriickt werden.
5d=0RR'd= od=nxd (3.23)
Die zweite Variation ergibt sich unter dem Postulai die Variation vom nicht existiert:

&d = Soxd+oxdd = ox(@xd)=dad= ®@’d=(e0-d)o—(0-0)d (3.24)

Es laRt sich analog zeigen, daR die weiteren \fani@h vond durch 8'"d=w"d gegeben

sind. Die erste Variation |aRt sich als infinitet&@n des Direktors deuten. Um vdreu d

mit einer vollstandigen finiten Rotation zu gelangeird die Taylorreihe gebildet.

d=deode=5%d+25%d 4t 5. (3.25)
2! 3 n!
Dies lafdt sich schreiben als :
a:(l+6)+16)2+26)3+ ....+£6)”+....)d:Rd (3.26)
2 3 n!

Dies kann man als Reihendarstellung der Exponéntidion identifizieren.

d=exp@)d (3.27)
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Ad _=dd

inf

Abb. 3.3 Infinite und finite Rotation des Direktors

Wie im Anhang gezeigt wird, laR3t sich die geschdogsLosung wie folgt darstellen,

R=exp® 1 +% 44 1-cosw o6 (3.28)
(0]

2
(2

wobei der ausgezeichnete Rotationsvebtor ® e RODRIGUES-Vektor genannt wird.

Durch Anwendung des Entwicklungssatzes
ox(oxd)=(w-do-(0-w)d (3.29)

laft sich auch schreiben:

sinw &y 1-cosw

0)2

R=exp@® 3}coswl! +

O®w (3.30)

Es lassen sich auch noch andere Darstellungen emgesich BUCHTER (BUC92). Die
Verwendung dedRODRIGUES-Vektor hat aber den Vorteil, daR keinegBlaritaten im

Bereichw € [0, 2] auftreten.

Die Einheitslangenbedingung muf3 eingehalten werdeénd =1
Demnach missed d und 5°d den folgenden Gleichungen geniigen :
od-d=0 (3.31)
5°d-d+6d-sd=0 (3.32)
Dies kann nachgewiesen werden :

d-d=1 = &d-d= (wxd)-d=0 ~
= 6%d-d + &d-6d = (0-d)(®-d)-0 o+ (0xd)(exd) =0 V
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3.4.3 Die Rotationsfreiwerte

Die Rotationsvektoren kénnen an sich beliebig sEine Drehung um den Direktor ergibt
aber keine Verzerrungen, da sich der Direktor niclerédndert gegeniber seinem
Ausgangszustand. Wird die Drehung um den Direki®Feeiheitsgrad gewahlt, so wird die
Steifigkeitsmatrix singular. Dies ist vergleichbarit einer fehlenden Drillsteifigkeit in
Richtung des Direktors.

Es gilt die Beziehungw-d=0

Die Komponente in Richtung des Direktors hat dernniegine Bedeutung. Somit existieren
nur zwei unabhangige Rotationsfreiwerte.

Es gibt aber den Sonderfall, dal3 an einem Knotehrene Direktoren angreifen, die in
verschiedene Richtungen weisen. Somit erzeugt didadhg des einen Direktors zwar keine
Energie bei der Drehung um die eigene Achse, addarwohl bei der Rotation der anderen

Direktoren. In diesem Fall missen drei unabhanBiggationsfreiwerte gewahlt werden.

Der Sonderfall tritt zum Beispiel dann auf, wennegpwnterschiedliche Geometrien an einem
Knoten gekoppelt werden. Dies ist der ProblemkdeisSchalenverschneidung.

Abb. 3.4  Kopplung zweier Geometrien
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Es ist aber auch dann den Fall, wenn innerhalbr éb@®metrie die Direktoren von einem
Element zum anderen Element unstetig verlaufens Raan passieren, wenn die Richtungen
der Direktoren an das Basissystem im Element gedbpperden. Es werden zwar die
Ortsvektoren in den Knoten exakt vorgegeben, alseEmente ndhern sich der Geometrie
polygonal an. Dadurch entsteht ein Sprung der Besis Element zu Element. Auch die
Direktoren erfahren an den Knoten einen Sprungs Rann vermieden werden, wenn auch

die Direktoren in den Knoten exakt vorgegeben werde

exakt
....... approximativ

x1
Abb. 3.5 Isoparametrische Schalenbeschreibung

Es missen im allgemeinen dann drei Rotationsfitsigpeide verwendet werden, wenn
Schalen miteinander zusammengekoppelt werden ued Ddiektoren in verschiedene
Richtungen weisen. Die Innenknoten oder Randknaten Schale bendétigen nur zwei

Rotationsfreiheitsgrade.
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3.4.4 Die Wahl des Basissystems

Die Wahl des Basissystems, in dem die KomponengsnRbtationsvektors zerlegt werden,
ist willktrrlich. Es stellt sich jedoch die Fragejewdie Bedingungm-d=0 bertcksichtigt
werden kann. Hier seien vom allgemeinen bis zuneisphen Fall drei Mdglichkeiten

vorgestellt.

3.4.4.1. Wabhl eines beliebigen Basissytems

Es sei ein beliebiges Basissystagngewahlt. Die dritte Komponente weise in Richtureg d
Direktors.
Der Rotationsvektor kann wie folgt in Kompontenlegt werden :

o =0a, +o°d (3.33)
Die dritte Komponente® wird so gewahlt, daR die Bedinguagd =0 erfillt ist.

»-d=0 =(»v“a, +0°d)-d=0=0w’=-w“a,-d (3.34)

3.4.4.2. Wahl eines speziellen Basissystems
Es ist sinnvoll, den Rotationsvektor immer auf dd@sis zu beziehen, die senkrecht auf dem
Direktor steht. Damit ist die Bedingung® = 0 automatisch erfiillt.
o= o“a, =v"a,xd (3.35)
Das Problem ist aber, dal3 der Direktor sich beerndteration andert und somit auch die

Basisebene des Rotationsvektors. Die Realisierungs eRotations-updates wirde sich

dadurch erschweren und ware nicht sehr elegardisan|

3.4.4.3. Wahl einer globalen Basis

Es ist auf der Finiten-Element-Ebene sinnvoll gjlabale, orthogonale Basis zu verwenden.

Es sei ein Rotationsektérmit zwei Freiwerten gegeben.
0= 0, (3.36)
Diese sind aber physikalisch nicht zu interpreher&ielmehr entstehen sie aus der

Transformation von der lokalen Basis nach (3.35)lim globale Basis. Nur in der lokalen

Basis haben sie eine physikalische Bedeutung.
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Die lokale Basis sei orthonormal gewahlt. Somittggl durch eine blof3e Rotation aus der

globalen Basis hervor. Dies kann durch einen Rmtatensor beschrieben werden.

©=R0 mit  d=Ri, (3.37)

Abb. 3.6 Drehung der globalen in die lokale Basis

Es ist aber von Nachteil, dal? die Rotationsfreigv@rtder globalen Basis physikalisch nicht
interpretierbar sind. Dies erschwert zum Beispiel $perrung der Freiheitsgrade. Es ist also
sinnvoll, drei Komponenten in den Richtungen dexbglen Achsen zu wahlen. Dies fuhrt
jedoch zur Singularitat der Steifigkeitsmatrix. D&ngularitdt mul3 rechnerisch behoben
werden. Dies kann durch eine Sperrung der KompenenRichtung des Direktors erreicht

werden.
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3.4.5 Das Rotations-update
Innerhalb einer nichtlinearen Berechnung kann estaf®ons-update erfolgen. Dabei wird in
jedem Schritt der Direktor in seine neue Stelluntgert.

d'=Rd"" (3.38)

Iy I, 2

Abb. 3.7 Das Rotations-update

Der Rotationstensor, der aus zwei aufeinander folge Rotationen resultiert, kann aus dem
Produkt zweier Rotationstensoren berechnet werden.
Das Produkt der Rotationstensoren ist nicht komtiwuta

R,R, #R,R; (3.39)

Dies kann man sich leicht vorstellen. Im globaleaoKlinatensystem sei ein bestimmter
Vektor gegeben. Beispielsweise sei der Vekter 1 i; gewahlt. Dieser Vektor werde zuerst
um 90 um diei,-Achse gedreht und anschlielend urh @@ diei,-Achse. Am Ende steht
der Vektorv = 1 i,. Bei der umgekehrten Reihenfolge wird jedoch dektarv = -1 i3

erhalten.
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Die Rotationsvektorem kbnnen nicht einfach aufaddiert werden.
Denn ware das maoglich, so miuf3te das Produkt z\Ra&ationstensoren kommutativ sein, da
dies aus der Vertauschbarkeit der Summanden ms$ulti

Annahme :R(0,)R(0,)=R(0, + ®, )
Dann mi3te auch gelteR(w, + ®,) =R(®, + ®,) =R(0,)R(®,)

Dies ist aber aufgrund der Voraussetzung nicht roagl

3
Z
: <
4 Y X
y X
Abb.3.8 Wiirfelexperiment
Dies kann auch mit dem Wiirfelexperiment bewieserdare
z 0 -z
2 | A |2 |0
i, =| 0 |i, w, =|-—=i, w;=| 0 |i, w,i. = 0 |i,
0 02 0 il
2
0,70, + ®, + O, (3.40)

Es ist also nicht moglich durch einfache Aufadditaber Rotationsvektoren den momentanen
Rotationsvektor zu bestimmen. Es ist nur eine ssdize Anwendung von (3.38) mdglich.

Anmerkung:

Die Beziehungd' =R d'™ 4Rt sich aufgrund der Bedingung d=0 vereinfachen zu:

sinw

d' =coswd'™ + oxd™ (3.41)

(0
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3.4.6 Die Rotation von der globalen in die lokalBasis

Der Rotationsvektor steht senkrecht guindd. Er hat die Richtung :

L (3.42)
| [N d|
Daraus folgt der Rotationsvektor:
9 = gt (3.43)
¥
Abb.3.9 Der Rotationsvekto8
Mit |i,xd|=sind-|i,|-|d| und|i,|=|d|=1 folgt schlieBlich :
| i,xd |
§="—"7"-7"-27 (3.44)
sin g
Dies mltcosS_| | | | eingesetzt in die Rotationsformel ergibt :
— : sing & 1-cos$¢ 9° . :
R=(d-i,) I+ ——— (i, xd) x i, xd)®(@(,xd 3.45
(d-ig) I+ 95() ngsinz9(3)(3)()
Durch Vereinfachen des dritten Termesﬁ 1-cosd = 1 folgt :

sin>9 1-cos’ 9 1+cosd

R=(d-i )l +(iyxd)x+ 1_ (i, xd)® (i, xd) (3.46)
1+d-i,
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3.4.7 Interpolation der ersten und zweiten Variatio:

Es gibt zwei Mdglichkeiten, die Beziehungen in tiage Element zu integrieren.
1.
Die erste und zweite Variation wird fir jeden Knotgetrennt ausgewertet
od,= o,xd, (3.47)

5%d,= 0, x0,xd,=(0,-d) 0, - (0, -®,) d, (3.48)

Gilt die Gleichung - d=0, so kann flr die zweite Variation geschrieben ward

5%d,= — (0, ®,)d, (3.49)
und anschliel3end bilinear interpoliert.
4
sd=> NA(&he2)sd, (3.50)
A=1
4
s2d=) N*(£*, &%) 6%, (3.51)
A=1

Dies ist sinnvoll, da die Direktoren und Rotatioglstoren an einem Knoten physikalisch
zusammengehoren. Ein Nachteil ist jedoch, dal3 B&BAR (BAS97) die Variation nicht

konsistent ermittelt wird.

2.
Die Inkonsistenz kann behoben werden, indem diatiRoisvektoren interpoliert werden und
anschlieRend die Variationsbeziehung ausgewertdt wi

d=ZNA(§1,§2)dA (3.52)
sd= mxd:iNKmed (3.53)

4
6%d= oxexd=> Y N“N"eo, x @, x d (3.54)

4
K1M-1

Fur den Fall, daf3 der Knoten nicht in einer Versotingslinie liegt, die Gleichung-d =0

also guiltig ist, kann auch die folgende Beziehuegvwendet werden.

5%d= —(m-m)dziiNKNM(mK-mM)d (3.55)

K=1M=1
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3.5 Implementierung in das Programm :

Die Aufgabe war, das Konzept der Rotationsformuherin ein Programm zu Ubertragen.
Als Grundlage war ein Element mit einer 6-parargetni Schalenkinematik gegeben. Die
Parametrisierung des Direktors erfolgte dutedLER-Winkel. Das Grundprogramm war
geeignet, auch mehrere Schichten in der Dicke rarbeiten. Dies war zur Implementierung
der Rotationsformulierung nicht unbedingt noétig, s@af3 das Programm nach der
Modifizierung nur eine Schicht bearbeiten konnedlath war ich darauf bedacht, die Mehr-
Schichten-Kinematik weitestgehend beizubehalten.

3.5.1 Vorgehen im Fall der Formulierung mit Eulerwinkeln

Jeder Knoten eines finiten Elementes hat bestimBrheitsgrade. Die vorhandenen
Freiheitsgrade ergeben sich aus der verwendetemledgimematik. Die 6-parametrige

Schalenkinematik baut auf der Beziehung=x+ 6,4 d auf,

Es sind in diesem Fall sieben Parameter vorhand#a, zur Beschreibung des
augenblicklichen Zustandes nétig sind, namlichRbsition der Teilchen im Raum sowie der
Direktor und der Faktok. Die Anderung zum Nachbarzustand wird durch eiragiation

beschrieben.

+

X=X+ X (3.56)
Die Zahl der variierten Parameter entspricht ddul Zeer Freiheitsgrade. In dem Fall der 6-
parametrigen Schalenkinematik gibt es sechs Fisdrade:

> wWp Np =

(3.57)

1A

R+ +X+ X+ X+

2A

[ 2n

Die Position des Direktors kann aufgrund der Eitghénge durch zwei Freiheitsgrade
beschrieben werden. Zur Parametrisierung des DirekterdenEULERwinkel verwendet.
Die Variation des Direktors kann mit Hilfe der Vaion der EULERwinkel ausgedriickt

werden.
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Ausgehend von der Parametrisierung des Direktors:

siny, cosy,
d=| siny, siny, | wird die Variation des Direktors in einem Punksti@mt: (3.58)
cosy,
cosy, cosy, —Siny,siny, | +
d=| cosy, siny, siny, cosy, [Vfl} (3.59)
—-siny, 0 Vo
Wobei dieEULERwinkel interpoliert werden.
4

Wi:zNA(fl’fz)‘//iA (3.60)

A=1

- : A 1 2 Y

=2 NAEED)p, (3.61)

A=1

3.5.2 Die Rotationsformulierung

Nach der Modifizierung wurde statt der Parametnisig durch EULERwinkel eine

Rotationsformulierung verwendet. Dabei werden B&tiationsfreiwerte in der globalen Basis
eingefuihrt. Die Zahl der Freiheitsgrade erhoht saddurch auf sieben, so dal3 die

Steifigkeitsmatrix eines Elements die GriR&x 28 hat.

X+ X+ X+

PWBINBE P W N B

(3.62)

S

S

S

[
Liegt keine Verschneidungslinie vor, so gentgenizmabhéngige Rotationsfreiwerte. Diese
sind auf die lokale Basis bezogen. In der glob&asis stellen die gewdahlten drei Freiwerte
eine Linearkombination der zwei unabhéngigen Ratafreiwerte dar und sind nicht mehr
unabhangig. Daraus folgt, dal3 die Steifigkeitsmaginen Rangabfall von 4 hat und somit
singular wird. Da es aber von Vorteil ist, den Riotasvektor in der globalen Basis zu

beschreiben, muR3 die Singularitat der Steifigkedisim kiinstlich behoben werden.
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Zur Bestimmung der ersten und zweiten Variationdearfolgende Beziehungen verwendet:
0d,= o,xd, (3.63)
5%d, = o, x(w,xd,) (3.64)

Ausgeschrieben lautet die erste Beziehung :

), di wid: -wid?
5d, =| w2 i x| d2 i, =| 03dt —wtd? || (3.65)
s ds whdi —wid}

Es wird zunachst die Variation des Direktors an dé@mten bestimmt und dann die
Interpolation durchgefinhrt.

§d:iNA(§l,§2)5dA (3.66)

Diese Vorgehensweise ist deshalb gewahlt worden| sie sinnvoller erscheint. Der
Rotationsvektor und der Direktor geh6ren an einarmtin physikalisch zusammen.

Die Ermittlung der zweiten Variation lautet allgeémwie folgt :

o oy | |dy
Std=|wl i, x||of i, x| d} i, (3.67)
o, oy] [dy

Die zweite Variation wird flr jeden Knoten getrerimerechnet. Es wird demnadi=N

gesetzt.

Ausgeschrieben lautet die Beziehung wie folgt:

1 243 341 2 .2 3 .3 1 2 142 3 .13
W, @,dy —w,d, —(0y0p +0,0,) Ay + 0@, A + @ 0,05
2 _ 2 |; 341 143 | _ 1 241 1 1 3 .3 2 3 243 H
0°dy=|w, i, x| 0xds —0ad, i, =| @p0x0d) — (005 +@0r0,) d) +0,0,d; i, (3.68)
3 142 241 1 341 2 342 1 1 2 .2 3
@ w,d; —w,d, 0,00, + 00,d; — (00, + 0 o)) d,

Es ist erkennbar, daf3 die zweite Variation symrsétrist.
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Es stellt sich fur die Implementierung in das Paogm die Aufgabe, die Komponenten der
zweiten Variation des Direktors in eine Form in AhQgigkeit des Rotationsvektors zu

bringen, die folgende Gestalt annimmt.

T T

1 1 1 1
2y 2N @\ Ay Ay A |0,
24i | 2 2| | 2 2
0dy=|oy | Auw|oy [=|oa| [Aay Ayp Ay | o, (3.69)
3 3 3 3
2 2N Op| [ Az Az Ay | @n

Innerhalb einer Komponente der zweiten Variatiorstext keine Symmetrie mehr. Das vom
Autor als Symmetrisierung bezeichnete Verfahremtswor, diese Symmetrie auch in der

Matrix A, zu erzeugen.

Beispielhaft fur die erste Komponente der zweitemidtion ausgefuhrt, folgt :
52 dL = (@l +wlwd)d} %(w;mi rolo?)d? +%(a)§a); tolod)dd  (3.70)

Das Produkt ist aber nur in dem Fall kommutativhwelie beiden Rotationsvektoren von

demselben Knoten stammen.

Als Matrix geschrieben folgt fus? d, :

1., 1
0 Zd? =d?
)y i 2 4 2 M et
5%dt =| w2 %df\ “dt 0 |e? (3.71)
w3 o3
A %di 0 —dt[“

++1
Beispielhaft sei der Anteil au€.s ausgeschrieben, der in Verbindung mit der zweiten

Variation des Direktors steht.

++MN L 1 ++MN ++MN ++MN ++MN

EaﬂZE( ..... +(, d a,+4,, d a,+1d,,a,+4d,,a,)+....) (3.72)

‘a

Damit die zweite Variation der Verzerrung symmetnisvird, muf3 die zweite Variation des
Direktors in Bezug auf M,N ebenfalls symmetrischinseDies wird durch die
Symmetrisierung erreicht.

MN

sym[ET]:%(El+ +d ) (3.73)
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Die zweite Variation wird an den Knoten ermittatidudann interpoliert.

62 d:iNA(é;l’é;Z)é‘Z dA (374)

Die Ableitungen der Variationen werden durch Diffietiation der Formfunktionen

gewonnen.
4
5d,,=> N*, &d, (3.75)
A=1
4
§%d,, =) N*,, 5%d, (3.76)

Innerhalb einer Verschneidungslinie hat der Rotetvektor drei Komponenten. Sonst
werden nur zwei Rotationsfreiwerte bendtigt. Diss dgleichbedeutend mit der Bedingung

o -d=0. Damit lassen sich die Gleichungen erheblich wéaehen.

5°d= oxoxd=(0-d)o—(0-0)d=—(0-0)d (3.77)
dl

5%d=—(0'0" + 0’0’ + 0’0®)| d? |i, (3.78)
d3

Eine Frage der Symmetrisierung stellt sich hiergaht. Da eine allgemeine Formulierung
gesucht war, die beide Féalle beinhaltet, wird ddseeinfachung nicht angewandt. Es ist aber

fraglich, welchen Einflul3 dies auf die Konvergeri.h
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3.5.3 Sonderbehandlung von Schalenverschneidungen :

An Ubergangen von verschiedenen Geometrien bestahitProblem der Kopplung der
Schalen. Um ein zusammenhéngendes Kontinuum zugaae missend die Freiheitsgrade
verbunden werden. Es muissen neben den Translagdmstsgraden auch die
Verdrehungsfreiheitsgrade gekoppelt werden.

Innerhalb einer Geometrie reichen zwei Freiheidgraus, um die Drehung eines Direktors
zu beschreiben, wenn eine Drehung um die eigensedahsgeschlossen sein soll. Verbindet
man jedoch zwei Schalen miteinander, so existigne@inem Knoten zwei Direktoren mit
verschiedenen Richtungen. Es existiert keine aesgf@zete Richtung mehr, in der eine
Drehung mit einer Eigenrotation beider Direktorembunden ist. Um eine Rotation im Raum
eindeutig zu beschreiben, werden drei ParametedbtigénIn einer Verschneidungslinie

missen demnach drei Freiheitsgrade verwendet werden

Mit Verwendung der Parametrisierung durckULERwinkel konnen nur zwei
Drehfreiheitsgrade  vorgeschrieben werden. Dieser chiéd wird durch die
Rotationsformulierung beseitigt. Der Rotationsvekitann a priori mit drei Komponenten

vorgegeben werden.

Innerhalb einer Geometrie werden nur zwei Freigedtde der Verdrehung bendétigt. Diese
waren dann auf eine lokale Basis bezogen. Es ggtssath jedoch schwierig, den Sonderfall
der Verschneidungslinie in einem Konzept mit nueizisreiheitsgraden zu realisieren. Besser
ware es, ein allgemeines Konzept zu verwenden,diasBearbeitung beider Grundfalle
erlaubt. Am einfachsten gestaltet es sich, wenjed@m Knoten drei Freiheitsgrade gewahlt
werden. Dabei entstehen jedoch zero energy modeslienSteifigkeitsmatrix wird singular.
Die Singularitat muf3 daher beseitigt werden.

Die Verdrehungsfreiwerte werden in der globalerthmmormalen Basis in Komponenten
zerlegt. Um den Verdrehungsfreiheitsgrad um derekdar zu lokalisieren, mul3 die globale
Basis in eine lokale Basis rotiert werden. Als lekBasis wird eine orthonormale Basis

gewahlt, in der eine Richtung mit der Richtung Begktors Ubereinstimmit.
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Zunachst werden die Freiheitsgrade mittels eineriMa transformiert.

A=TA

A stellen die transformierten Freiheitsgrade da.

Die Energie mul3 gleich sein. Es mul3 gelten :

ATK A=ATK A

Daraus laRt sich die transformierte Steifigkeitsmmdiestimmen.

ANKA=AT'KFTA=A"KA = K=I"KT

Die Steifigkeitsbeziehung muf3 ebenfalls gelten:
KA=F=>KA=FoTI'KIFA=FoT'KA=FoT'F=F = F=I''F

Die Singularitat der lokalen Steifigkeitsmatrix gesich dadurch, daf3 in der Hauptdiagonalen
und in den Nebendiagonalen der Steifigkeitsmatextiglich des lokalen Freiheitsgrades in
Richtung des Direktors nur Nullen stehen, da mitEigenrotation keine Energie verbunden
Ist.

Um die Singularitat zu beheben, wird in der Hauggdnalen eine eins gesetzt.

Dadurch wird eine kinstliche Steifigkeit erzeugt. mU den EinfluR auf die
Steifigkeitsbeziehung auszuschliel3en, wird gleittligelie entsprechende Komponente des

Lastvektors null gesetzt.

Fur die Knoten innerhalb einer Schalenverschneidwigl dieser Algorithmus nicht
durchgefuhrt, so dal® keine Information verfalscirdwDie Singularitat tritt in diesem Fall
nicht auf. Dem FE-Programm muf3 dies mitgeteilt wardies erfolgt im Eingabeblock ROT
von FEMAS.

Das Funktionieren des Algorithmus laf3t sich anheindr Eigenwertuntersuchung der beiden

Steifigkeitsmatrizen vor und nach der Manipulatioitersuchen.

Gegeben sei ein Eigenwertproblefill:'T" = | )
K- = I''(K-ANL = (I'"KT=ATTIT) = K -l

Die Eigenwerte der MatrizeK undK stimmen uberein. Mit Hilfe eines Vergleichs der

Eigenwerte laf3t sich die Richtigkeit des implememéin Algorithmus tberprifen.
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3.5.4 Die Transformationsmatrix :

Fur die Komponenten des Rotationsvektors gilt :

o= 0'i,=0'Ri, =o' (3.79)

o' =o'i'e =o', ¢ =T)0' (3.80)
Die TransformationsmatriX; ist gegeben durch :

o' | [e-i, e-i, e i, ||@

w®|=\e i, e i, e i,||@’ (3.81)

0| |e i, e i, e-i,||@®

Zunachst muf die lokale Basis definiert sein. Depdet durch eine Rotation aus der globalen

Basis hervor.

d=Ri, = e =R, (3.82)

Mit Hilfe der Rotationsformel I&al3t sich fur die lalle Basis angeben.

€3 =Ry =(d-iy) iy +(isx A)xiy + (% DI, d)-i,] (3.83)
1+d-i,

Mit dem Entwicklungssatz (3.29) ur(@, xd)-i, = folgt:

e, =(di,)iy+(i,-iy)d—(di,)i,=d (3.84)

Ebenso |43t sich angeben :

= o . 1 . .
e, =Ri, =(d-i;)i, +(i;x d)XIl+l+d~i3 (iyx d)[('sx d)'ll] (3.85)
L (iyx d)(isx d)-i,] (3.86)

elz(d~i3)i1+(i3-i1)d—(d-i1)i3 +
1+

Mit nochmaliger Anwendung des Entwicklungssatze89Bundi , -i, = Ofolgt:

1

elz(igxil)xd+l+d.i3(i3x d)[(i,x d)-i,] (3.87)
e =i, xd+ 1_i (isx D)l d)-i,] (3.88)
Analog folgt : 3

e, =—i, xd+ (iyx d)[(iyx d)-i,] (3.89)

.|3
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Da der Direktor in der globalen Basis zerlegt widd; d'i, , l4Rt sich angeben:

0 d* —-d?
d-i;=d®>undi,x d=|0Ji, x|d? i, =| d* |i, (3.90)
1 d? 0
Nach Einsetzen und anschlieRendem Vereinfachehdoldiel3lich:
B 1y2 142 ]
@ _de )
€ d +1 d7l y
d'd (d9) 2 |
e, |=| ———— 1l-—— —-d°|i 3.91
2 d®+1 d®+1 2 (3:99)
eS dl d2 d3 _|3
Mit Hilfe von (3.81) lassen sich nun die Freihertsde ineinander Gberfihren,
B 1\2 142 ]
@) dd
wt d’+1 d’+1 ot @
2 d'd’ (1D _
10} -— - d°|eo° |=T|® (3.92)
3 d°+1 d°+1 3 s
0 _dl _d2 d3 w a

womit die Transformationsmatrix gegeben ist.

Diese Rotationsmatrix hat alle Eigenschaften eanfrogonalen Matrix.

detl' =1 und I'' =TT, was sich rechnerisch bestatigen laRt.
Der Sonderfall der Spiegelung mufd gesondert belttandeden. Fur den Fall,
0
d=| 0 |i
-1
wird eine Spiegelung ausgefiihrt. Fait <-1+1-10"° wird

1 0 O
'={0 1 O | gesetzt.
0 0 -1
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3.5.5 Realisierung des Rotations-updates

Innerhalb einer nichtlinearen Berechnung wird dé@eKor nach jedem Iterationsschritt in
einem lokalen Feld zwischengespeichert. Von dord wi im nachsten Schritt herausgelesen.

Dadurch steht der Direktor des letzten Iterationsges im Programm zur Verfiigung.

3.5.6 Behandlung von Lasttermen :

Es wird unterschieden zwischen konservativen unbtrionservativen Lasten. Konservative
Lasten sind richtungstreu und behalten ihre Ridgptanch dann, wenn sich das belastete
System im verformten Zustand befindet. Bei bestiem¥allen ist diese Annahme jedoch
fehlerhaft. Oberflachendruck steht zum Beispiel enrsenkrecht auf der Oberflache. Damit
muf3 sich mit der Verformung der Schale auch didfRitg der Belastung a&ndern. Dann muf3

die Belastung nicht konservativ gewahlt werden.
Die virtuelle auf3ere Arbeit ist nach (2.43) gegebé&ir den Fall der konservativen
Volumenkrafte kann man folgende Beziehung angeben:
[[pT oudv=[[[p" (X+6°2As+6%IA,)dV (3.93)
\% \%

Dabei wird die Beziehung in der Referenzkonfigunatausgewertet. Die Ubliche Prozedur
berunt darauf, daldu in Knotenfreiheitsgraden ausgedrickt wird. Damit ¢plgende

Beziehung:
u=av= ([[[p" Qdv)v (3.94)
\%

In den Ansatzfunktionen wird die erste Variation sdd®irektors mit Hilfe des

RODRIGUESvektors nach (3.23) gebildet.
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Kapitel 4

Numerische Berechnungen

Die dargestellten Algorithmen wurden in das ProgrammsystfivIAS 2000 (Finite
ElementModuln AllgemeinerStrukturen) eingebundercEMAS 2000 wurde am Lehrstuhl
Statik und Dynamik an der Ruhruniversitdt Bochum entwickelt.

Die Implementierung erfolgte im Element 7651. Als Programmrache wurde Fortran
verwendet.

Anhand einiger ausgewahlter Beispiele, zu denen Referenzlésundgeamden sind, soll die

Leistungsfahigkeit der eingebundenen Routinen beurteilt werden.

4.1Biegung einer Kragarmplatte

2
X3 X

Geometrie:

L=20.0 B=10.0 H=1.0

Materialdaten:

C;=1.0 G=0.0 v=0.4999

Belastung:

p=10-10"*

Dieses Beispiel wurde der Arbeit (BI98) entnommen. Es wurde audériDiplomarbeit von
Carsten Schmalhaus (SCH98) behandelt. In das Element 7651 wurde hmerRaler

Diplomarbeit von Carsten Schmalhaus ein neues Materialgesgebamden. Es handelt sich
dabei um einfMOONEY-RIVLIN-Modell. In dieses Element, in dem die Parametrisierung
des Direktors mitEULERwinkeln erfolgte, wurde von mir eine Rotationsformulierung

implementiert. Da sonst alle anderen Programmbestandteile Hédpetvarden, kann somit

ein direkter Vergleich zwischen der alten und neuen Theorie erfolgen.
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Es handelt sich um eine Platte, die an einer Seite eingespamnnid durch eine Linienlast
belastet wird. Die Kragplatte wurde mit quadratischen 200 Elemeditkmetisiert. Als
Materialgesetz wurde eiNEO-HOOK Modell verwendet. Es wird die Verschiebung im
Punkt E in der Mitte des Plattenrandes ausgewertet. Es ezfolghichtlineare Berechnung.
Als Lastinkrement wird\f = 0.5 gewabhlt. Dies ist zugleich das grof3te Lastinkrement, das da

Programm erlaubt. Es werden als Vergleich die Ergebnissensendiastfaktor 1 und einem

Lastfaktor 100 verglichen.

Vergleich der Verschiebungen im Punkt E

Parametrisierung durch Eulerwinkel Rotationsformulierung
Lastfaktor AX? AX! AX® AX?
1.0 -0.4794 -0.0070 -0.4795 -0.0070
100.0 -15.2043 -15.2029

Dieses Beispiel zeigt die gute Ubereinstimmung der Versahigen im Punkt E. Damit kann
gezeigt werden, dal3 die verwendeten Algorithmen korrekt arbed#doncld handelt es sich
hier um eine sehr einfache Struktur.

- 100
- 80
- 60
- 40
- 20

Lastfaktor f

0 -5 -10 -15 -20
VerschiebungaX®
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4.2 Halbkugelschale mit Loch

b
>

1187

c h= 004
symm,

symm.

2
o B > X2

A

/F
X1

Geometrie:

R =10.0
Materialdaten:

E =6.82510° v=0.3
Belastung:

F=10.0

Die Halbkugelschale mit einem 48och ist ein haufig anzutreffendes Standard-Testbeispiel
bei der Untersuchung von Schalenelementen. Die Belastung erfolgt dugegengesetzte
Einzelkrafte am unteren Rand. Der restliche Rand ist frei.Dsich um ein symmetrisches
System handelt, braucht nur ein Viertelsystem berechnet werdenwdfden die
VerschiebungemX! am Knoten A ermittelt. Als Referenzlésung wird die Berechnurg a
der Dissertation von Wolfgang Menzel (MEN96) herangezogen. Menztd Edémente
entwickelt, die ebenfalls auf einer Rotationsformulierung basieBemit kann ein direkter
Vergleich vorgenommen werden. Dieses Beispiel stellt egr@Sere Anforderungen als das
vorige Beispiel und kann somit als weiterer Anhaltspunkt fir diehtigkeit der

iImplementierten Routinen gelten.

Die Bezeichnungen geben Aufschluld Gber die Art der Theorie, die Menzel verwendete
...0R - Parametrisierung durch Eulerwinkel
...5S - Rotationsformulierung mit zwei Rotationsfreiwerten

....6S - Rotationsformulierung mit drei Rotationsfreiwerten
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Klasse der einfachen WeqgréfRenelemente:

ASE - mit ,Assumed Strain“- Formulierung

Klasse der gemischt-hybriden Elemente:

MIQ - Spannungsansatz in bezug auf das kovariante Basissistem

MAQ - Variante zusétzlich mit ,Assumed Strain“- Formulierung

MIX - Spannungsansatz in bezug auf das lokale orthonormierte Koordinatens{&feig?)

MAS - Variante zuséatzlich mit ,Assumed Strain“- Formulierung

Es wird zunachst ein lineare Berechnung durchgefiihrt. In der linddreorie sind die

Verschiebungen am Punkt A und am Punkt B gleich mit entgegenges®tatzeichen. Es
werden verschiedene Diskretisierungen verwendet, um eine Konvetgekl¢erte beurteilen
zu konnen. Alle Systemknoten weisen bei Menzel fiinf Freiwerte ae$eb Beispiel wurde
ebenfalls von Bichter in seiner Dissertation behandelt, so dal3 meirte Wich dessen

Ergebnissen gegentibergestellt werden.

Anzahl der Elemente

Element 4x4 8x8 16x16 32x32
7651 0.9632 0.9362 0.9327 0.9343
ASEGS 0.9251 0.9249 0.9280 0.9326
ASE5R 0.9445 0.9304 0.9294 0.9329
ASESS 0.9232 0.9246 0.9279 0.9325
MAS6S 0.9341 0.9299 0.9313 0.9340
MAS5R 0.9567 0.9283 0.9310 0.9339
MASS5S 0.9308 0.9291 0.9311 0.9339
MIQ5R 0.8487 0.9280 0.9316 0.9341
MAQ6S 0.9326 0.9297 0.9313 0.9340
Nach Buchter 0.9721 0.9402 0.9337 0.9345

Verschiebun' des Knotens A
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Diese Ergebnisse zeigen ebenfalls eine gute Ubereinstimmurigt fstzustellen, daR die
Werte des Elements 7651 an die Ergebnisse der gemischt-hybrigleers® heranreichen.
Da zu erwarten ist, dal3 die gemischt-hybriden Elemente gegenélmdachen

WeggroRenelementen bessere Ergebnisse liefern, da sie ehg8lgicht in einem gré3eren
Bereich suchen, ist dieses Resultat gut. Das mag daram,lidgB im 7651-Element das

Enhanced-Konzept eingearbeitet ist.

Als weitere Untersuchung folgt eine nichtlineare Berechnung.wksde die 16x16
Diskretisierung gewahlt. Dabei wurde die Last F mit einentfaki®r f bis auf die 20-fache
GrolRe gesteigert. In diesem Beispiel konnte von mir als groRsmk@mentAf = 0.5
gewahlt werden. Als lterationsverfahren wird d&EWTON-RAPHSON-Verfahren

angewandt. Im nichtlinearen Bereich unterscheiden sich die Verschebam Punkt A und
Punkt B deutlich. Es erfolgt ein Vergleich mit den Werten von Menzel.

Anzahl der Elemente
4x 4 8x8 16x16 32x32
AX, AX, AX, AX,
Element Axg Axg Axg Axg
4.0447
7651 -8.1055
2.1616 3.2774 3.9023 4.0437
ASEGS -3.2267 -5.7669 -7.5882 -8.0537
2.0667 3.2136 3.8629 4.0321
ASES5SR -3.0830 -5.6723 -7.5160 -8.0326
2.7153 3.6789 4.0207 4.0583
MIX6S -4.7225 -7.1232 -8.0327 -8.1107
2.7143 3.6789 4.0206 4.0583
MAQ6S -4.7211 -7.1238 -8.0327 -8.1107

Verschiebung der Punkte A und B fir den Lastfaktor f = 20
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Die Ergebnisse des 7651-Elementes bei der gewahfiet6- Diskretisierung dhneln den
Werten, die Menzel bei einé2x 32-Diskretisierung mit einem gemischt-hybriden Element
erreichen konnte. Dies zeigt die Leistungsfahigkeit der im@thei@rten Routinen. Ein
anderes Kriterium stellt das Konvergenzverhalten dar. Wéahrend Méageschritte von
Af=2.0 verwendet, kann ich nur ein Lastinkrement viih= 0.5 wahlen. Ein grol3eres

Inkrement flhrt dazu, dalR die kritische Last bereits erreicht wird.

20
15
10
5
0 T T T T T 1

0 1 2 3 4 5

Lastfaktor f

VerschiebungAx*

Lastfaktor f
'_\
o

0 T T T T T 1

-10 -8 -6 -4 -2 0

VerschiebungAx2

NN
""""‘ﬁl ", )

Verformte Kugelschiim Lastfaktor f = 20
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4.3 Versteifte Kragplatte

Geometrie:
B=36.0cm L=12.0cm d=0.10 cm h der Steife = 0.60 cm
Materialdaten:

E = 21000 kN v=0.3

cm?

Belastung:

0=00063N
cm

Dieses Beispiel ist der Dissertation von Wetzel (WET91) entremr&s handelt sich um
eine versteifte Kragplatte mit 10 Steifen der Dicke 0.10 cminane &quidistanten Abstand
von 4.0 cm. Wetzel hat dieses Beispiel mit drei 16-Knoten-Schaleeetemund zehn 4-
Knoten-Stabelementen berechnet. Auch Menzel hat diese Berechnungefiiinch Er
verwendete zwei Diskretisierungen. Die erste Diskretisieenfigigte mit 10 Elementen in
der Lange und 18 Elementen in der Breite sowie 1 Element in des. Hi#h der zweiten
Diskretisierung wurde genau die doppelte Anzahl je Richtung genommeeathten ist,
dal’ die Knoten in der Schalenmittelflache liegen und daher die HalibenRicke der Hohe
der Steifen zugeschlagen werden muf3. Es handelt sich hier um eimenmarggesetzte
Struktur. Entgegen den vorhergehenden zwei Beispielen tritt diemiorprogrammierte
Transformation in Aktion. Ein Vergleich der Werte von Menzel und Wetzé meinen

Ergebnissen erlaubt Riickschlisse auf die Funktion des implementierten Algorithmus.



Seite 52 pital 4 Numerische Berechnungen

Es erfolgt eine Gegeniiberstellung der Verschiemuigam Kraftangriffspunkt der Steifen.
Aufgrund der Symmetrie brauchte nur das halbe System berechnelenwebDie

Nummerierung der Steifen erfolgt von auf3en nach innen.

Element | Diskretisierung  Steife 1 Steife 2 Steife B Steife|4 eife&t
7651 10x18x1 -0.5129 -0.7402 -0.8096 -0.8133 -0.8074
ASEGS 10x18x1 -0.348 -0.549 -0.597 -0.594 -0.589
MIX6S 10x18x1 -0.507 -0.746 -0.813 -0.815 -0.809
7651 20x36x 2 -0.5088 -0.7479 -0.8157 -0.8178 -0.8114
ASEGES | 20x36x2 -0.456 -0.687 -0.748 -0.789 -0.742
MIX6S 20x36x 2 -0.508 -0.749 -0.817 -0.818 -0.812
Wetzel -0.499 -0.676 -0.784 -0.806 -0.811

Vergleich der Verschiebungéin mm

Die Werte zeigen eine gute Ubereinstimmung meiner Werte denit Ergebnissen des
gemischt-hybriden Elementes von Menzel. Dies zeigt, dal} zusayeseizte Schalen mit
meinem Programm gut modelliert werden konnen. Ich habe in deriweidangslinie die
Rotationsfreiwerte miteinander gekoppelt, so daf’ drei Rotationsfteiwarhanden sind. In
den restlichen Knoten werden nur zwei Rotationsfreiwerte benutalieD&teifigkeitsmatrix
mit  drei mul3 die Shitgtlader

Steifigkeitsmatrix durch einen Algorithmus verhindert werden. Degestungsfahigkeit der

Verdrehungsfreiheitsgraden aufgebaut wird,

implementierten Routinen kann somit nachgewiesen werden.
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4.4 Sichelformige Struktur

Geometrie:

R=50 L=100 H=1.0 d=0.01
Materialdaten:

E=30-100 v=0.3

Belastung:

F=1.10"

Dieses Beispiel ist von Simo (SIM92-2) behandelt worden. Es hasidelum eine Sichel
oder ein Fragezeichen, diskretisiert durch eine Platte umsh églinder. Die Struktur wird
belastet durch eine vertikale Last F, die am freien Rand aufdebward. Ein Rand ist
eingespannt. Nach einer analytischen Berechnung nach der Balkentheaotiedies
Verschiebung\x® am Lastangriffspunkt zu 0.15 ermittelt. Innerhalb der Verbindungslieie
beiden Schalen werden drei Rotationsfreiwerte zugelassen, ilich@s Gebiet nur zwei
Rotationsfreiwerte. Es werden zwei Diskretisierungen untersuchiwutde eine2x12-
Diskretisierung mit 2 Elementen in der Hohe und 12 Elementen gefueitie Platte und den
halben Zylinder gewéhlt sowie eine Diskretisieruhig24 mit jeweils der doppelten Anzahl
von Elementen je Richtung. Es wird eine lineare Berechnung unahieim#ineare Rechnung
mit dem NEWTON-RAPHSON-Verfahren durchgefihrt. Bei der nichtlinearen Rechnung
wird die Last bis auf die 25-fache Last F gesteigert. Menzelieses Beispiel ebenfalls

ausgewertet. Menzel konnte die Last mit einem Lastinkremént5 steigern.
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Mit meinem Algorithmus wird nur ein sehr geringes Lastinkrenadnt 0.5 zugelassen. Es
sind Ergebnisse bis f = 25 ermittelbar. Dartber hinaus lasdenwwidcrgebnisse erhalten mit
kleineren Lastschritten. Ab einen Lastschritt f = 29 steigeindike Iterationen bis auf 40, so
dal} ab da an eine Weiterberechnung keinen Sinn mehr macht. Trotzdemshhé&lredie
Diskretisierung2x12 bis f = 30 gerechnet. Aufgrund der geringen Lastinkremente und der
zu erwartenden langeren Berechnungszeit habe ich auf einetbigtung8x 48verzichtet.
Menzel hatte ebenfalls mit seinem ASE6S-Element Wertef bis25 ermittelt. Weitere
Ergebnisse Uber f = 25 erreichte er mit dem gemischt-hybridenelBleMIX6S. Er konnte
mit diesem Element sogar bis f = 100 rechnen. Dies zeigt, dafedascht-hybride Element
dem einfachen WeggroRenelement Uberlegen ist. Das ASE6S- Elemelaisurgb1-Element
sind in dieser Hinsicht ahnlich, obwohl die Ergebnisse des 7651-Elemearbshdbesser
sind. Ins Gewicht fallt bei dem 7651-Element die schlechte Konvergenz.

Zunachst erfolgt eine Gegenuberstellung der Ergebnisse fir die |IBe@ehnung.

Die analytische Lésung ergibt eine Verschiebnrgvon 0.15.

Diskretisierung
Element | 2x12 | 4x24 | 8x48
7651 0.1497, 0.1499
ASEGS 0.1477) 0.1494 0.1499
MIX6S 0.1484 | 0.1496, 0.1500

Mit dem Element 7651 erhalte ich bereits bei einer Diskretisge 4 x 24die gleichen

Verschiebung am Lastangriffspunkt

Ergebnisse wie Menzel bei einem feineren Netz.

Lastfaktor f

1
AX

20
15
10

2
AX

3
AX

0 -
0

1

2

3

VerschiebungenAx', Ax® und Ax®
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Ergebnisse der nichtlinearen Berechnung :

Lastfaktor f
Element Netz 5 10 15 20 25 3
NG 0.0427 | 0.1129 | 0.1970 | 0.2834 | 0.3646 | 0.4766
7651 2x12 | AXZ 0.0566 | 0.1592 | 0.3180 | 0.5723 | 1.0517 | 2.1870
AXE 0.7319 | 1.4001 | 1.9900 | 2.5116 | 2.9963 | 3.5619
Ax? -0.0438 | 0.0159 | 0.0788 | 0.1348 | 0.1760
ASEGBS 2x12 | AXZ 0.0444 | 0.1438 | 0.2622 | 0.4588 | 0.8375
AXE 0.7088 | 1.3072 | 1.7935 | 2.1977 | 2.5563
NG -0.0422 | 0.2729 | 0.1105 | 0.1958 | 0.2753 | 0.3850
MIX6S 2x12 | AX? 0.0432 | 0.1474 | 0.3042 | 0.5551 | 1.0319 | 2.1892
AXE 0.7249 | 1.3857 | 1.9686 | 2.4835 | 2.9618 | 3.5251
NG 0.0432 | 0.1177 | 0.2125 | 0.3161 | 0.4234
7651 A% 24 | Ax? 0.0567 | 0.1641 | 0.3385 | 0.6258 | 1.1607
AXE 0.7394 | 1.4412 | 2.0899 | 2.6864 | 3.2583
Ax? 0.0213 | 0.0937 | 0.1837 | 0.2796 | 0.3751 | 0.5119
ASEGS 4% 24 | Ax? 0.0560 | 0.1633 | 0.3360 | 0.6139 | 1.1305 | 2.2266
AXE 0.7357 | 1.4272 | 2.0568 | 2.6272 | 3.1667 | 3.7799
Ax? 0.0217 | 0.0959 | 0.1901 | 0.2926 | 0.3979 | 0.5545
MIX6S A% 24 | Ax? 0.0553 | 0.1625 | 0.3358 | 0.6207 | 1.1520 | 2.3118
AXE 0.7377 | 1.4368 | 2.0816 | 2.6731 | 3.2388 | 3.8944
NG 0.0377 | 0.1119 | 0.2065 | 0.3098 | 0.4170
ASEGS 8x48 | AX? 0.0566 | 0.1655 | 0.3400 | 0.6280 | 1.1660
AXE 0.7394 | 1.4413 | 2.0903 | 2.6877 | 3.2614
NG 0.0379 | 0.1128 | 0.2084 | 0.3132 | 0.4221 | 0.5859
MIX6S 8x48 | AX? 0.0562 | 0.1630 | 0.3372 | 0.6252 | 1.1627 | 2.3318
AXE 0.7398 | 1.4430 | 2.0946 | 2.6956 | 3.2733 | 3.9448
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Verformte und unverformte Konfiguration
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4.5 Hyperbelschale mit Kreiszylinder

R, L
h |
S !
| H,
F i F
<+ : —
A‘u X3 H2
R,
qi’ Xl- XZ— Ebene
Geometrie:
R1=14.142m H=5.0m R=10.0m H=7.5m h=0.20m
Gleichung der Hyperberz%w/m2 +(x%)? 0< x*<75
Materialdaten: .
E=C:’»3k—l\|2 v=0.3 bzw.v=0.4999
m
Belastung:

F=1.00 (rotationssymmetrische Linienlast)

Dieses Beispiel ist der Diplomarbeit von Jorn Mosler (MOS98) emtmen. Das gleiche
Beispiel wurde auch in der Diplomarbeit von Frank Roesler (ROE&®chnet. Mosler hat
linear und nichtlinear gerechnet. Weil im nichtlinearen Fall k&mekreten Werte gegeben
waren und Mosler damit verfolgte, die verschiedenen Elementeaigr&dnmen miteinander
zu vergleichen, habe ich auf eine nichtlineare Berechnung verziktdsler hat einen-Wert
von 0.30 verwendet. Roesler hat mit einemWert von 0.5 gerechnet. Ich vergleiche meine
Werte mit deren Ergebnissen fir ein Viertelsystem mit Metzdiskretisierungemxm. Es
werden in in der H6he 2.5 mal (m) so viele Elemente gewahltrwaei Umfangsrichtung
(n). Auf den Hyperboloiden entfallen 1.5 mal so viele Elemente inHie wie auf die
Zylinderschale. Die Belastung erfolgt durch eine konstante RinglaSeometriesprung. Die
Belastung wird als Einzellast in den Knoten eingegeben. Es weidaVerteAr und Ax® im

Geometriesprung ausgewertet.
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Diskretisierung
Element 2x5 4x10 8x 20 16x 40
v=0.3 Ar 9.6477 10.101 10.3158 10.3725
7651 AXE -7.2656 -8.6656 -9.1624 -9.3029
Mosler Ar 9.888 10.3044 10.5046 10.5584
7651 AXC -7.6749 -8.9726 -9.4147 -9.5313
Ar undAx>- Verschiebung im Geometriesprung
Diskretisierung
Element 2x5 4x10 8x 20 16x 40
v=0.4999 |Ar 9.30528 9.6322 9.800 9.8455
7651 AXE -7.3573 -8.598 -9.0209 -9.1373
Roesler Ar 8.9658 9.6702 9.9165 9.9779
MIX6 AXC -7.2504 -8.7155 -9.1815 -9.3004

Ar undAx3-Verschiebung im Geometriesprung

Die Werte von mir und Mosler unterscheiden sich stark. Dies iaufiaurtickzufiihren, daf3
Mosler mit dem 7651-Element vor der Modifikation gerechnet hatte wordit sdie
Verschneidungslinie nicht korrekt modellieren konnte. Insofern kanWexgleich nur das
Ergebnis des ASEG6-Elementes herangezogen werden.
Bei einem16x 40-Netz erhalt Mosler mit diesem Element :

Ar=10.4178 AX’=-9.3919
Die Abweichung betragt hier nur noch 0.67 % gegenuber 2.0 % verglichesemi7651-
Element.
Der Vergleich der Ergebnisse bet 0.499 mit derl6x 40-Diskretisierung mit denen von
Roesler ergibt eine Abweichung von 1.55%. Wenn man die vorhergehenden IBeispie
betrachtet, so kann das pauschale Urteil nicht lauten, das gemmybcitte Elemente wirde
bessere Ergebnisse liefern als das 7651-Element. Die vorhergehexidpielB zeigen eher,
dal? beide Elemente gleich gute Ergebnisse bringen. Trotzdenm idiesem Fall die

Ubereinstimmung nicht sehr gut.
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4.6 Quadratischer Rahmen

3
X

Geometrie:

L=10.0 H=1.0 h=0.1
Materialdaten:
E=12-10° v=0.0
Belastung:

p=0.1

Dieses Beispiel ist von Jenkins (JSP66) behandelt worden. Er fandnalytische Losung
fur grof3e Verformungen und wies dies auch experimentell nach. Es wendeils 10
Elemente in Langsrichtung fur jeden Riegel und 2 Elemente inHdée gewahlt. Der
Rahmen ist an zwei gegenuberliegenden Kanten gelenkig verbundebeiDen anderen
Kanten sind biegesteif ausgefthrt. An diesen Ecken existiereRaoli@ionsfreiwerte und die
Translations- und Verdrehungsfreiheitsgrade werden miteinander gekoppeltden
gelenkigen Ecken werden nur die Translationsfreiheitsgrade rmitiingekoppelt. Diax'-
Verschiebung wird gesperrt, um Instabilitdtsphdanomene zu unterdriicken. digm
Randbedingungen korrekt vorgeben zu kénnen, habe ich eine Platte mit belizgigeng
um die X- Achse als neue Geometrie implementiert. Zunachst wird eimgeseeuerte,
nichtlineare Berechnung durchgefilhrt, um zun&chst die Ubereinstimmmingden
Ergebnissen von Jenkins nachzuweisen, der seine Werte in Form von Diggramnfbereitet
hat. Es werden dabei nur zwei lterationen je Lastschritt bendtigt.

V ist die Verschiebung am Lastangriffspunkt ify Richtung.
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Es ergeben sich folgende Werte :

vV =AX3 p nach Jenkins | p berechnet
0.2828 0.03128 0.0318
0.5657 0.058974 0.05991
0.8485 0.0846 0.08522
1.1314 0.1084 0.1084
1.4142 0.128 0.1298
1.6971 0.148 0.1499
1.9799 0.1632 0.1689

Dies zeigt eine gute Ubereinstimmung der Ergebnisse. M@glittterschiede kénnen sich
auch durch die Ablesegenauigkeit im Diagramm von Jenkins entstanden sein.

Als nachste Untersuchung wird eine lastgesteuerte, nichiBerechnung durchgefiihrt mit
p = 0.1. Die Last wird in Lastinkrementen vah= 0.1 aufgebracht. Es erfolgt sowohl eine
Berechnung am Gesamtsystem als auch am ViertelsystenZableder Iterationen betragt
hierbei vier. Ab einem Lastfaktor f = 2.3 kann das Programm keinengeiWerte mehr am
Gesamtsystem ermitteln. Es handelt sich dabei um ein Insigdplioblem. Die
Weiterberechnung am Viertelsystem erlaubt weitergehendésdbaigte. Als Vergleich

werden die Ergebnisse von Menzel an den entsprechenden Lastschrittenzogiamge

Lastfaktor f

Element 0.5 1.0 15 2.0 2.9 3.0 3.5 4.0

Ax3% |0.8720 |1.7024 |2.2543 | 2.4263 | 2.3138 | 2.0508 | 1.7270 | 1.3893

7651 | Ax3 |1.0262 |2.4687 |4.1755 |5.8287 |7.2272 |8.3441 |9.2252 |9.9252

1

Aoy 10.2038 |0.4575 [0.7313 |0.9837 |1.1944 |1.3642 |1.5006 [1.6113

Ax% |0.8720 |1.7021 |2.2536 | 2.4259 | 2.3146 | 2.0534 |1.7314 | 1.3957

MAQ6S | Ax} |1.0262 |2.4681 |4.1730 |5.8229 |7.2179 |8.3319 [9.2106 |9.9089

1

Aoy 10.2037 |0.4574 [0.7309 |Fehler |1.1933 |1.3628 |1.4989 |1.6094
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Die Ubereinstimmung der Ergebnisse ist anfangs sehr gut. B&emd Lastschritten
divergieren die Werte. Die Abweichung bei f = 4.0 betragt 0.16% sindiemlich klein.
Somit kann zweierlei festgestellt werden. Zum einen ist di@dédierung der
Verschneidungslinien korrekt, da sowohl am Gesamtsystem als ancKiextelsystem
gleiche Ergebnisse bis f = 2.3 ermittelt wurden und zum zwaiteth die Ergebnisse im

Vergleich zu einem gemischt-hybriden Element erstaunlich gut.

2 3
AX AX

5
-~ 4
1]
g1
0

Abb. Verformungszustand unterschiedlicher Lastniveaus
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4.7. Eigenwertanalyse

Nach Abschnitt 3.5.3 (letzter Absatz) kann die Transformation von dbalgih in die lokale
Basis durch eine Eigenwertanalyse Uberprift werden. Diesgtiah, da die Eigenwerte der
Elementsteifigkeitsmatrix vor und nach der Transformation identisind. Nach einer
Prufung ergab sich auch die Identitat. Es stellte sich hedafs,zehn zero-energy-modes
vorhanden waren, entsprechend den sechs Starrkdrperverschiebungszustandenwierd de
Eigenrotationen des Direktors. Nach dem Durchlaufen des A&igmis nach Seite 41
(mittlerer Absatz) konnten an den entsprechenden Stellen Eigenwer dem Wert 1
ermittelt werden.
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Kapitel 5

Anwendung auf Wolbkrafttorsion

5.1 Grundlagen

5.1.1 Einleitung

In der klassischen Balkentheorie wird flr Biegeprobleme die alsmoBli-Hypothese
bezeichnete Forderung des ,Ebenbleibens der Querschnitte* angewbreset auch als
Normalenhypothese bezeichnete Forderung besagt, daR die Stabachsaaah der
Verformung senkrecht auf dem deformierten Querschnitt stehs. iéideutet auch, dal3 eine
Schubverzerrung des Querschnittes nicht zugelassen wird. Im Aaligésetz wird die
Schubverzerrungy nicht bertcksichtigt. Die Schubspannung selbst kann nur aus dem
Gleichgewicht bestimmt werden. Das ,Ebenbleiben des Querschrgitesiicht mehr bei
Torsionsbelastung. Dort kann eine Verwdlbung auftreten. Als Verwoélburrg die
Verformung eines ebenen Querschnittes, die in Langsverschiebdeag&uerschnittspunkte
aus der Querschnittsebene heraus (in Richtung der Stabachse), lbestelchnet. Man muf3
unterscheiden zwischen St. Venantscher Torsion und Walbkrafttorsion.t.Dier@antsche
Torsion gilt allgemein bei woélbfreien Querschnitten oder wenn \dgewo6lbung nicht
behindert wird. Wolbfreie Querschnitte sind zum Beispiel derKogler Querschnitte aus

zwei sich kreuzenden dinnen Staben.

L 4 ]

/

Allgemeine dunnwandige Profile sind nicht wolbfrei. In diesem Falul3 die

Abb. 5.1 Beispiel wolbfreier Querschnitte

Wolbkrafttorsion bericksichtigt werden. Nach der Wéolbkrafttorsion drmdste bei
Behinderung der Verwélbung zusatzlich neben den Schubspannungen Normalspaspunge

im Stab.
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Gabellagerungen erlauben freie Verwdlbung. Werden aber zum @&@eBpispannungen
angeordnet, so entstehen Zwangungsspannungen aus Torsion, die Wollpzonuadgen.
Im allgemeinen treten bei dinnwandigen Tragern mit variablen, offépeenschnitt unter
aulRerer Torsionsbelastung auch Biegemomente auf, so dafR sich rthiegvieg und

Verdrehung gegenseitig beieinflussen.

/
g 4 w 4
/
/ %
P/ 2 P/
y P/2 P/
v 1

- -

Abb. 5.2 Beispiel eines Biegetorsionsproblems

Zum Beispiel sei ein durch eine Last P belasteter Tragexbgeg Diese Belastung kann in
zwei Teile zerlegt werden. Zum einen in einen rein biegeerzeagednateil infolge
symmetrischer Belastung mit P/2. Dort gilt das Ebenbleiben ders@hnitte. Dabei erhalten
die Flansche des I-Trégers gleichartige Formanderungen: diendkesern der Gurte werden
gedehnt, die unteren gedrickt. Zum anderen in einen Biegetorsionszusfaige i
antimetrischer Belastung mit P/2. Der Zustand der Biegetorsidnn(iete Torsion) liegt
vor, wenn einzelne Langselemente des Stabes infolge der Torsion iagcimd@erhalten. In
den Querschnitten entstehen dann neben den Schubspannungen auch Normalspannungen. Fur
den Zustand der Biegetorsion gilt nicht mehr das Gesetz der eQereeschnitte. Die oberen
Randfasern des rechten Flansches werden gezogen und die untereiktgadnitnken
Flansch sind die Verhéltnisse umgekehrt. Infolge einer solcheforsfemg bleiben die

Querschnitte nicht mehr eben.
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5.1.2 Hypothesen bei dinnwandigen Staben

Fur dinnwandige Stabe mit offenem Profil werden einige Hypothesen autgestell

1.

Der dunnwandige Stab mit offenem Profil wird betrachtet wie eine Schdlestarrer
(nichtverformbarer) Querschnittskontybie Querschnittsform bleibt erhalten.”

Diese Hypothese besagt, dal3 in Querrichtung keine Verzerrung zugelasse der
Querschnitt sich also nicht verformt. Der Stab wird als eint starren Querscheiben
ausgesteifte Schale angesehen. Dies bedeutet auch, dal} eines v@ueilbelastung im
Querschnitt auch durch eine aquivalente Einzellast ersetzt werden kann pdgclstdso wie
ein starrer Koérper verhalt.

2.

Die Schubverformung in der Mittelflache, die durch die Anderung des redtiekels
zwischen den Koordinatenlinien gekennzeichnet wird, wird zu Null angenommen.

Es tritt in der Profilmittellinie keine Gleitung auf. Die Andag des rechten Winkels als
geometrische GrolRe, die infolge ihrer Kleinheit keine weséetli@edeutung fur die
Spannungen in einer dinnwandigen Schale mit offenem Profil hat, wird vernachlassigt.
3.

Die grofdten Querschnittsabmessungen sind klein im Vergleich zur Stablange.

%<o1 Pcoa
b |

4.
Das Material ist linear elastisch (Hookesches Gesetz)

5.
Die Mittelflachen der Wandelemente des dunnwandigen Stabes sind parallel zur

Stablangsrichtung.

6.

Die Schubverformung aus den Wolbschubspannungen wird vernachlassigt

7.

Die Deformationen sind klein
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5.1.3 Das Differentialgleichunssystem der Walbkraftirsion

Als Koordinatenachsen werden eine Parallele zur Stabachsadxdie Profillinie der
Stabmittelflache s gewahlt. Innerhalb des lokalen Koordinatensystemmrden die
Verschiebungen des Profils nijt £ undn bezeichnet. Im globalen Koordinatensystem sind
die Bezeichnungen u, v und w gebrauchlich. Die Verdrehung des Profds mit ¢
bezeichnet.

Die Normalspannung in einem bestimmten Punkt ergibt sich aus den einzelneamnteil

o, =EU o, =E¢’ (5.1)
o, =—EVY o, =-ESY (5.2)
om, =—EWZ o, =-Enz (5.3)
o, =—E¢p'w (5.4)

Dabei bezeichneb die Verwdlbung des Querschnittes.

o, (x,8) = E(Z'(X) =&"(X)y() =7"(X) 2(s) - 0" (X)0(S)) (5.5)

Im folgenden sollen die Differentialgleichungen des Stabeselestgt werden. Es wird
angenommen, dafl im Stabquerschnitt nur gleichmalig auf der Wanddickdtevertei
Normalspannungers, Schubspannungem und das Torsionsmomer¥,, das aus den
Schubspannungen der St. Venantschen Torsion resultiert, auftretendEmsviPotential des

Stabes angeschrieben. Das Potential ist die Summe der aufgespeiebertéanderungsarbeit

(inneres Potential) und der negativen Arbeit der Lasten (auf3eres Phtential

=10, +11, (5.6)

1 1 ¢,
1, _Eja dv + zjf dv (5.7)
1, =—j m, (X) ¢ dx (5.8)

Der zweite Term des inneren Potentials kann auch als dieitAdes St. Venantchen
Torsionsmomentes als Resultierende der Schubspannungen umgeschrieben werden.

Mit M, =Gl ¢’ folgt :

1 2 _ 1 ’ _1 12
Ejf ¢dX—EIMX¢dX—EIGIT¢ dx (5.9)
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Einsetzen vorpy in das Potential und Integration tber die Flache fuhrt schlieRlicer

Darstellung des Potentials :
l 1 ! 14 14 14 "= 14 ! 14 ’
H:EI¢dx: Ej(EA.; 2+ El &% + Ely" + El,,@"° — 2ES,E'¢'— 2ES,n"¢’ - 2ES,9"¢

+ 2Bl E"" + 2B, E"0" + 2Bl n"p" + Gl 92 — 2m,(X) ¢) dx

Die Formanderungsarbeit muf3 ein Minimum werden. Dies ist danfalgrwenn die vier

Eulerschen Differentialgleichungen erfullt sind.

oo d oo, d* oo
e war T aeter 7O (610

oo d oo,  d° oo
e axae T aeae T ° &-11

o0 d 00 d? oo
— - () +-—5E=)=0 (5.12)
on dx on dx® on

2
00 _ 408y, 090y _y (5.13)
op dx 0¢' dx® op"

Die Differentialgleichungen des Torsionsproblems lauten :

(EAZ) - (ES, &")' - (ES") - (ES, @) =0
- (ES, ¢)" - (El,, &")" = (El.n")" - (El,, 9") =0
- (ES, ¢)" - (El,, &")" = (El.n")" - (El,, 9") =0
- (ES, &))" - (Bl &)= (Eln")" - (El,, ¢")" = (Glr9")" = m,(X) (5.14)

Das erhaltene System der Differentialgleichungen beschidabt Torsionsproblem des

dinnwandigen Stabes mit unsymmetrischen, veranderlichem Querschnitt.

Mit der Annahme, dal} die Elastizitatsmoduln und Flachenmomente nichtaldrérgen und

die Belastung beliebig sein kann, folgt :

A Sy SZ Sw é,” px
S, | I I v
Bls, 100, ol P (5.15)
z zy 2z 2w 77 pz
S{u lwy le I(u(u wlv mx + G|T¢”

Die Auswirkungen von Langskraft, Biegung um beide Achsen und Torgidmsteinander

gekoppelt.
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5.1.4 Entkopplung des Differentialgleichungssystem

Indem ein spezielles Koordinatensystem gewahlt wird, kdnnen diehGigen entkoppelt
werden. Zunéchst wird das Koordinatensystem in den Schwerpunkt gelesg. Eorderung

lautet, daB die Flachenmomente ersten Gr&jes, undS, verschwinden sollen.
j(y—yo)dAzj(z—zo)dA=j(a>—a>0)dA=o (5.16)

Daraus folgen die Schwerpunktsordinatgn z, und die Wdlbordinate des Anfangspunktes

@,.
s s, s,
Yo ZKV ZOZK 0)027 (5.17)
| =] S2dA=[(y-y,)(z-2,) dA= [ yzdA -y, [ zdA - 7, ydA+ y,Z,A
S S.S (5.18)
:IYZ__y z_isy-i__yiA_ yz e
A A A A A
usw.

A 0O 0 O0T¢ P,
0 | I, | £V i
Blo 1, 1, 1, ol P (5.19)
y 1z lw |7 P;
0 |a79 L oo @IV mx+G|T<5”

Indem ein Hauptachsensystem gewahlt wird, dal? lik#3Achsen y und z gedreht werden
und die Achse fur die Wdlbordinate in den Schuletptinkt gelegt wird, entkoppeln sich die

Gleichungen vollstandig.

y =ycosa + Zsina (5.20)
Z=-ysina + Zcosa (5.21)
O=0+2,Y-Yy2 (5.22)
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Forderung: Die gemischten Flachenmomente zweitand&arsollen verschwinden.

|z =ly5=15=0 (5.23)
20,
Aus |y =0 folgt tan2a = und
Iy — 1
1
|W:E(uw+|2)+\/(|W—|2)2+4|y22) (5.24)
|2:%((|W+|2)—\/(|W—|2)2+4|§é2) (5.25)

Die Schubmittelpunktsordinaten ergeben sich zu :
P e L P e L

= e (5.26)

—1.2 .
W 'z 1z W 'z )z

Daraus folgt:

s =loo + Zulys —Yu ! (5.27)

ww

In diesem Fall ist das Differentialgleichungssystesitstandig entkoppelt :

A0 0 O0T¢ P,
0 l. 0 o0&V ;
E W é,v = Py (5.28)
0 0 I 0|7 Pz
0 0 0 I.[aV]| |m+Gl3"

Diese Entkopplung ist im allgemeinen nur bei unmdgilichen Querschnitten moéglich. Bei
veranderlichen Querchnitten variieren die Schwekpriond Hauptachsen von Querschnitt zu
Querschnitt. Die Behandlung veranderlicher Quensighnvereinfacht sich aber auch dann,
wenn Symmetrie vorausgesetzt wird. Mit z als Symimathse ergibt sich bei Wahl eines
speziellen Bezugssystemes :

S,=S,=1,=1,=0 (5.29)
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Damit vereinfachen sich die Differentialgleichungen zwei voneinander unabhangigen
Systemen, von denen nur das fir die Torsionsbelggiltige System von Interesse ist.
(El &N +(El,,0")" =0 (5.30)

(El,,&")"+(El,,0")" =m +(Gl;¢) (5.31)

Durch zweimalige Integration der ersten Gleichua@tlsich M bestimmen. Nach der

Auflosung der Gleichung nacli” und Einsetzen in die zweite Gleichung wird die ieve

Gleichung abhéngig von MWird dieses Moment zu null gesetzt, so laf3t dah System auf
eine einzige Differentialgleichung vereinfachen.n\Weinter &ul3erer Torsionsbelastung keine
Normalkrafte und Biegemomente entstehen, so korgienzwei Gleichungen zu einer
Gleichung reduziert werden.

(El-0")"=m_+(Gl;@") (5.32)
Beim unveranderlichen Querschnitt gilt entsprechend
El-¢" =m +Gl,¢" (5.33)

Die Gleichungen kénnen im allgemeinen Fall in g&ssgener Form nicht geldst werden. In
besonders einfachen Fallen kann man versuchen, Ria&sche Verfahren oder die
Potenzreihenentwicklung anzuwenden. Die Differdgiiggchung wird in der Praxis
numerisch geldst, indem das Problem diskretisiegrd.wDies kann mathematisch oder
physikalisch sein. Die mathematische Diskretisigruwird als Differenzenmethode
bezeichnet.



Kapitel 3 Anwendung auf Wdlbkrafttorsion Seite 7

5.1.6 Das Wolbmoment

Bei Belastung durch reine Torsionsmomente und Drghum die Schubmittelpunktsachse
durfen im Querschnitt aus Gleichgewichtsgriindenéeesultierende Langskraft N und keine

resultierenden MomenteM,M; entstehen. Als einzige Resultierende aus den
Wodlbnormalspannungen bleibt das Wélbmoment, dasidefwird als

M;=[o, & dA (5.34)

Der Verlauf des Wolbmomentes in der Stablangsriaptindngt vom ,Abklingen” der

Verwolbungsbehinderung ab. Fir Stabe mit Vollquangt und auch fur dinnwandige Stabe
mit starrem geschlossenem Profil haben die QueltssWerwolbungen orlichen Charakter,
daR heil3t die entsprechenden Wélbmomente klingemedicab. Im Fall eines diinnwandigen
Stabes mit offenem Profil jedoch klingen die Quemsttsverwdlbungen und das
Woélbmoment in der Regel sehr langsam ab. Fir eiselchen Querschnitt sind die
Wodlbspannungen und die dadurch bedingten Deformenicehr wesentlich. Die Anwendung
des Saint-Venantschen Prinzips auf die Torsionshareng dinnwandiger Stéabe kann zu

groben Fehlern fuhren.

Nach Einsetzen voa; =—E@"® in (5.34) folgt

M; =—Ep"[@°dA=—El ;5" (5.35)
Die Woélbnormalspannung laf3t sich ermitteln zu:
M, _
V3 (5.36)

oo z

M- - . .
=—2® in Analogie zuoc =

C T |

Fir den Sonderfall eines Kragtrégers, der durchlensionsmomentM , belastet wird, kann
man herleiten:

Elsp" =M = M;=—[M, dx (5.37)
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5.1.7 Bestimmung der Wolbordinaten

Die Woélbordinaten wird ermittelt durch folgende Gleichung:

a):jrt ds (5.38)
0

Es wird zunéchst ein Drehpunkt D gewahlt. Wird dres den Schubmittelpunkt gelegt, so
kann die entkoppelte Wolbtorsionsgleichung angewemgrden. Der Schubmittelpunkt hat
folgende Eigenschaft. Wenn eine Querlast in dieSsmubmittelpunkt angreift, so ensteht
ausschliel3lich eine Biegedeformation. Wenn dieseri@st auch nur in einem begrenzten
Abschnitt des Stabes eine Resultierende hat, die durch die Linie des Schubmittelpunktes
geht, dann erhéalt der Stab gleichzeitig Biegung Tiicion.

Es wird eine Drehrichtung definiert. Diese wird zagsweise in Richtung der Stabachse x
festgelegt. Ausgehend von einem Anfangspunkt A emmdie senkrecht zur Profilmittellinie
gemessenen Abstande vom Drehpunkt Uber s aufiategDabei ist die Festlegung der s-
Richtung von wesentlicher Bedeutung. Dreht die diRing um den Drehpunkt in

entgegengesetzter Richtung wie die gewahlte Drietumg), so istr, negativ.

Abb. 5.3 Bestimmung vorr,

Anschlief3end wird ein neuer Integrationsanfangspgewahlt tber die Beziehun§, = 0
~D D D H D Sa)
0 =0 -0, Mt o, =7 (5.39)

Durch Berechnung der Schubmittelpunktsordinatet 1a26) kann die Waolbordinate gemani
(5.22) bezogen auf den Schubmittelpunkt bezogedemer
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5.2. Numerische Anwendungen

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine Rotationsforerulng implementiert, die es erlaubt,
zusammengesetzte Strukturen zu berechnen. Da genaS&ahlbau dinnwandige Stabe mit
offenem Profil eingesetzt werden wie z.Bsp. |- od€rTrager, spielt dort die
Woalbtorsionsberechnung eine grof3e Rolle bei Tostietastung. Mit dem 7651-Element sind
wir nun in er Lage, solche Profile zu simuliererd uhe Auswirkungen der Torsionsbelastung
zu untersuchen. Anhand ausgewahlter Referenzloaukgen ein Vergleich zwischen der
Theorie, die aufgrund der verwendeten Hypothesenemmur eine Naherung darstellen kann,
und den Ergebnissen einer Finite-Element-Berechrufajgen. Die Hypothese des starren
Querschnittes a3t sich nicht in einer Finite-Elatm@imulation verwirklichen, wo von
vornerein die Verzerrungen innerhalb des Profilsberiicksichtigt werden. Es ist also zu
erwarten, dafd die Ergebnisse etwas weicher sindlialsWerte der Theorie. Dies fihrt
einerseits zu grolReren Verschiebungen und andisersekleineren Spannungen. Da in der
Baustatik der Nachweis der Spannungen gegen Gramaspgen schon aufgrund der hdheren
Sicherheitsbeiwerte eine grofiere Rolle spielt aebr@uchsfahigkeitsnachweise, die die
Verformungen begrenzen, ist es von Vorteil, weren $pannungen nach der Theorie auf der
sicheren Seite liegen. Gerade bei unveranderliépearschnitten erlaubt die Theorie eine
einfache Losung. Die Finite-Element-Simulation soltht den Anspruch erheben, die
Realitat exakt nachbilden zu kdnnen. Unter der Anma, dal3 die Geometrie und Belastung
korrekt angenommen wurde, sind die Ergebnissedatigs schon nah an der Realitat. Gerade
in der FE-Simulation wird den Ergebnissen zu oitiktos Glauben geschenkt. Es ist daher
auch wichtig, anhand von Uberlegungen und einfad¥émerungslosungen die numerischen
Berechnungen zu Uberprifen. Bei veranderlichen €guertten ist die analytische Losung
dagegen derart aufwendig und fast unmdglich, dafd raumerische Untersuchungen
zuruckgegriffen werden muf3. Fruher spielten voemalldas Differenzenverfahren oder
sogenannte Finite-Elemente-Berechnungen eine grullle, die durch Diskretisierung die
vorhandenen Differentialgleichungssysteme zu logensuchten. Diese Verfahren basieren

ebenso auf den theoretischen Naherungen.
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5.2.1 Simulation eines unveranderlichen Querschnigis

P:MX/B
$P=MX/B

Geometrie:
L=40cm H=8cm B=12cm h=0.6cm
Materialdaten:
E=21-10" lz v=03

cm
Belastung:

M, =1000Ncm P=83.3N

Dieses Beispiel wurde in der Dissertation von Erganamuk (KAR68) behandelt. Belastet
wird der Kragarm durch ein Torsionsmoment. In deréd8hnung ersetze ich das Moment
durch ein Kraftepaar. Die Losung laf3t sich sehfagim analytisch finden. Ausgehend von den
geometrischen Daten des Querschnittes 4Rt siclscarbmittelpunkt finden. Dafir sei der
Querschnitt um 90gedreht. Aufgrund der Symmetrie liegt der Schuteiptinkt auf der
Symmetrieachse. Die Schubmittelpunktsordinate d aimittelt zu:

R,-a-R,-6cm-R,-6cm=0 = a=32cm

28.8
4> 4}
s R
i 2
39.6 o
TS [ TRl
a
S R
<+ <«
28.8
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Es werden die Wodlbordinaten mit einem willkirliclevwgahlten Anfangspunkt bestimmt.

AnschlieRend wirdw)' ermittelt zu

o dA
o :i:'[ =-28.8cnr

woraus dann die normierten Wélbordinaet =" - )" folgen.

-6.0 -57.6

N 192

- —»> - ,\‘ -28.8

s
44—
-19.
» \1 28.8

o :Ir‘ ds o =" - o

: . M, ~ _
Mit der Gleichungo 5 = I “ @ und | 5 =Iww dA=294912cm°

ww

M, = - 40 kNem
-253.91N
C
253.91 N
sz
-380.86 N 380.86 N
enf cnf

kénnen die Wolbnormalspannungen an der Stelle xem@ir M 5 =—39kNcnf bestimmt

werden.
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Ich werte die Spannungesr, an einem Querschnitt bei x= 1.0 cm, gemessen &n d

Einspannung, aus.

Es wird eine grobe und feine Diskretisierung gewdbie grobe Diskretisierung besteht aus
20 Elementen in XRichtung und 4 Elementen in der Hohe sowie 6 Etgerein der Breite.

Die feine Diskretisierung besteht aus 45 Elemeitater Lange, wobei die ersten 7 Elemente
kleiner gewahlt wurden, so dal3 die Mittelpunkte alesgewerteten Elemente in dem groben
und feinen Netz Ubereinstimmen, und 12 ElementestemH6he sowie 12 Elementen in der
Breite. Aufgrund der gewahlten Netze kann ein Vagyl der Spannungen der feinen und der
groben Diskretisierung nur in den Punkten 1 bisfdlgen. Zuséatzlich werden die Ergebnisse

der feinen Diskretisierung den theoretischen Weriezinem Diagramm gegenubergestellt.

Punkt S Theorie Netz grob Netn f

o1 301514 N | 272655 | -272.49
cm cm cm

2 3cm N N N

-142.821— | -116.885— | -119.995—
cm cm cm

1M asg7a N | 13724N | 15148
cm cm cm

4o Tem 172563 | 156305 | 157.005
cm cm cm
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T T U T

-400 -200 0 200
Woélbnormalspannungen

gmungen aufgetragen in der Hohe

300
200
100

O T T T
0 2 4 6

Breite [cm]

Woélbnormalspannunger

Spangen aufgetragen in der Breite

23275 | 20515
cm cm

gmungen am Punkt 0.5 cm

Bei der FE-Simulation werden kleinere Spannungemttit, als dies anhand der Theorie zu
erwarten ware. Durch den Vergleich der Woélbnormesiung im Riegel am Punkt 0.5 cm
von der Verschneidungslinie entfernt Ia3t sich Mitferenz als 11.86% angeben. In beiden
Fallen ist der Verlauf linear und der Wert in dgmfnetrieebene ist null. In der Finiten-
Element-Berechnung wird das System etwas weichgeraammen. Dies hangt offenbar mit
den N&herungen der Theorie zusammen. InsbesoniéeBedingung des starren Querschnitts
kann mit der FE-Simulation nicht modelliert werdebies muf3 folgerichtig zu einem

weicheren System fuhren.
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5.2.2 Eingespannter Balken mit Torsionsmoment

Querschotte

Geometrie:
L=40cm B=12cm B¥8cm H=4cm h= 0.6cm
Materialdaten:
E=300k—N2 v=0.375

cr
Belastung:

x=1.2KkNcm P M, /12 cm =100 N

Dieser an zwei Randern eingespannte Balken wurdeGxavinski (CYWG64) behandelt. Er
fand die Losung mit dem Differenzenverfahren undftpr sie anhand eines Modells im
Experiment nach. Die Belastung erfolgt durch ei@fté@paar von 100 N, das in der Mitte des
Balkens angreift. In den Querschnitten 8,4,0,448finden sich im Modell Querschotte. Ich
habe den Balken mit Finiten Elementen simulierts Aerechnungssystem habe ich ein
Viertelsystem des Balkens gewahlt mit 40 Elememntester Lange, 8 Elementen in der HOhe
und 9 Elementen in der Breite. Dabei konnte ich@ierschotte nicht vorschreiben, ohne viel
zu steife Ergebnisse zu bekommen. Ich nehme an,ddalQuerschotte im Modell zur
Einhaltung der Bedingung der starren Profile andeetr wurden. Die Lange wird in
Abschnitte von jeweils 4 cm eingeteilt. Am Rand esinAbschnittes werden jeweils der
Verdrehwinkel und dieAX?- Verschiebung bestimmt. Der Verdrehwinkel ergifthsin
Radiant, indem naherungsweise die DurchsenkungaNerschneidunslinie in X Richtung
durch die halbe Breite von 6 cm geteilt wird. DieXVerschiebung wird in der
Symmetrieachse X abgelesen. Diese Ergebnisse werden den Werten Gapminski

gegenubergestellt.
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Lonkar (LON68) hat ebenfalls dieses Beispiel belke#tndind die Losung durch das
Differenzenverfahren bestatigt. Lonkar flhrte elem$ne Berechnung mit sogenannten
Finiten Elementen durch, indem er eine Mdoglichkinhd, die Differentialgleichung in

matrizenbezogener Darstellungsweise zu l0sen. Dgelhisse dieser Berechnung werden

ebenso genannt.

Querschnitt| .10* |FE-Simulation Differenzenverfahren ExperimelfE (n. Lonkar)
O 97.33 90.74 90.15 89.18
0 AX? [cm] 171.8 172.28 169.19
O 92.47 86.29 85.20
1 AX? [cm] 165.5 165.49 163.51
O 81.15 75.79 75.15
2 AX? [cm] 148.7 148.84 147.41
0 66.58 61.99 61.71
3 AX2 [cm] 125.6 125.87 124.93
0 51.05 47.22 47.33 47.21
4 AX2 [cm] 99.43 99.83 99.29
0 36.32 33.23 33.37
° AX2 [cm] 73.01 73.01 73.26
0 [ 23.57 21.17 21.40
6 AX? [cm] 48.59 49.19 49.13
O 13.42 11.69 11.92
! AX? [cm] 27.90 28.60 28.65
O 6.16 5.04 6.08 5.21
8 AX? [cm] 12.19 13.02 13.11
0 [ 1.76 1.20 1.29
9 AX2 [cm] 2.38 3.31 3.38
O [ 0 0 0 0
10 AX2 [cm] 0 0 0
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Die AX? Verschiebung ist fast iibereinstimmend. Die Verdre ist in der Simulation
dagegen um ca. 10 % gr6Rer als die Ergebnisséneeretischen Berechnung. Dies resultiert
daraus, daf} das Profil in der Theorie als stareamgmen wird, und die Struktur somit
steifer approximiert wird. In der Symmetrieebene drofils werden daher auch &ahnliche
Verschiebungen ermittelt, da sich dort diese Bagnggnicht auswirkt. Dal3 im Modell
ahnliche Werte gemessen wurden wie nach der Thearierwarten ware, liegt daran, dal3
durch die Anordnung von Querschotten das Profitegit wurde. Deshalb unterscheidet sich
die Verdrehung bei der FE-Simulation von der Vendreg im Experiment. Die Berechnung
von Lonkar ist ziemlich nahe an dem Ergebnis défei@nzenverfahrens. Lonkar erzielte mit
seiner Berechnungsmethode, die er Finite-Elemenhddie taufte, gute Ergebnisse. D>
Verschiebung in der Symmetrieebene des Querschritts Lonkar und die AX*
Verschiebung der FE-Simulation zeigen im Verglemh den Werten nach der Theorie
gegenlaufige Verlaufe. Wahrend im Bereich der Maes Balkens die Verschiebungen der
FE-Simulation mit denen Theorie gut Ubereinstimméivergieren sie etwas starker im
Bereich der Einspannung. Die Werte von Lonkar simd Vergleich dagegen fast
Ubereinstimmend im Bereich der Einspannung und rsecheiden sich starker im
Mittenbereich des Balkens.

5.2 Abschlie3ende Bemerkung

Es kann gezeigt werden, daf3 mit einer FE-Simulajitie Ergebnisse erzielt werden kdnnen.
Die Theorie approximiert das System etwas steWesis zu groReren Spannungen und
kleineren Verschiebungen fuhrt. Als Naherungsberenj ist die Theorie ausreichend, da sie
auf der sicheren Seite liegt. Da es in der Praxeghr saufwendig ist, das

Differentialgleichungssystem des Biegetorsionsmold zu I6sen, sollte einer FE-
Berechnung gegeniber anderen Methoden der Vorayepga werden, da damit sehr schnell

Ergebnisse ermittelt werden kénnen.
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Kapitel 6

Resumee

In der vorliegenden Arbeit wurde eine Modifizierung eines Schiderentes vorgenommen.
Dabei wurde eine Rotationsformulierung basierend auf dB®DRIGUESvektor

implementiert. Diese zeichnet sich dadurch aus, daf} der Direktoreiile@r Rotationstensor
finit in seine neue Stellung rotiert wird. Innerhalb einer nichdren Berechnung ist nach
jeder lteration ein Rotations-update madglich. Die Direktoren wendgadem Knoten exakt
vorgegeben. Bei zusammengesetzten Schalen muf3 eine Kopplung derdgraitieierfolgen.

In diesem Fall sind mehrere Direktoren an einem Knoten vorhandemaoderkgibt es einen
Rotationsvektor, derRODRIGUESvektor. Dieser hat im Normalfall zwei unabhéngige
Rotationsfreiwerte. Liegt der Knoten innerhalb einer Verschngglime zweier Schalen,
deren Direktoren in unterschiedliche Richtungen weisen, so misseRaationsfreiwerte

vorgegeben werden.

Durch den Einbau der vorgestellten Routinen in das bestehende ®tdralem wurde ein
lauffahiges Programm erstellt. Dessen Leistungsfahigkeit &onm@nhand von
Vergleichsrechnungen des Autors festgestellt werden. Dabdessath heraus, dal3 sich
Ubereinstimmende Ergebnisse erzielen lieRen. Einen Nachtdie gedoch die geringe
Konvergenz dar. Es konnten im Gegensatz zu den Berechnungen andeoeenAut

insbesondere Menzel nur kleine Lastinkremente gewahlt werden.

Ein praktisches Anwendungsbeispiel konnte die praktische Relevanz destetige Arbeit
zeigen. Die Simulation zusammengesetzter Schalenstrukturen eridiebBerechnung von
Tragern im Fall der Wolbkrafttorsion. Dieser Anwendungsfall éindich vor allem im

Bereich des Stahlbaus.
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Anhang

Nachweis fur die geschlossene Darstellung des Ratatsvektors

Es ist offensichtlich, da®x wx d in der gleichen Ebene liegt wikund .

Demnach muf3 eine Linearkombination existierenanioxd=x, ®+ x, d
Nach dem Entwicklungssatz folgwix (oxd) = (0-d) o — (0-w)d

Weiterhin erhalte ich :
ox(ox(oxd)=(o-d)oxo- (0 o)oxd= —0° oxd

Daraus laf3t sich folgern :

n-1

&"d=(-1) 2

(Ll)z
2 oxd mit nungerade

n

(5-1-2 .
2 oxoxd mit n gerade

o"'d=(-1)? o
Der Rotationstensor hat folgende Reihendarstellung :

~s 1.,

R=I+6)+16)2 +10) ot
2 3

~ 1 .. 1 5. 2~~ 1 4.
=l+0+—- 00 —— 0 " 0-— 0" 00+— 0" O+
2 3 4 3

Mit der Reihendarstellung von Cosinus und Sinus :
1

COSa)zl—la)z + =’ —la)e +....
2! 4 6l

Q|-
N
X |~

Sin _ _1 3 1 5 7
O=0-—0"+=—0"—-—0" +...
3 9 7

kann man den Rotationsvektor auch schreiben als :

1 ~ A 1 .. 1, . N
R=-—(cosw) oo + — o0 +—(Sinw) o+
] ] [0

Dies fuhrt auf die Darstellung :

sinw ~ 1-coSw -«
+ o + S QO
(0] (4]

R=I




